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1) Beräkna	följande	gränsvärden:	
	

a) 	

lim
$→&

(𝑒)$ − 1) ln(2𝑥 + 1)
1 − cos 𝑥

		

Lösningtips:	

Efter	förlängning	med	nämnarens	konjugat	får	man	
	

lim
$→&

(𝑒)$ − 1) ln(2𝑥 + 1) (1 + cos 𝑥)
(1 − cos 𝑥)(1 + cos 𝑥)

= ⋯ = lim
$→&

(𝑒)$ − 1) ln(2𝑥 + 1) (1 + cos 𝑥)
sin7 𝑥

		

	
som	med	förlängning	och	standardgränsvärden	enligt	

	

lim
$→&

(𝑒)$ − 1)
3𝑥

9::;::<
=>?

∙ 3𝑥 ∙ ln (2𝑥 + 1)2𝑥
9::;::<
=>?

∙ 2𝑥 ∙ (1 + cos 𝑥)9::;::<
→7

sin 𝑥
𝑥A
=>?

∙ sin𝑥𝑥A
=>?

∙ 𝑥7
		

ger	svaret	12.	
	 	



	
b) 	

lim
$→BC

DE𝑥7 + 6𝑥 − E𝑥7G	

Lösningtips:	

Förlängning	med	uttryckets	konjugat	ger	efter	förenkling	i	täljaren	
	

lim
$→BC

6𝑥
√𝑥7 + 6𝑥 + √𝑥7

= ⋯ = lim
$→BC

6𝑥

|𝑥| JK1 + 6𝑥 + √1L
= lim

$→BC

6𝑥

−𝑥 JK1 + 6𝑥 + √1L
= ⋯ = −3	

	

c) 	

lim
M→&

ln 3(𝑥 + ℎ) − ln 3𝑥
ℎ

	

Lösningtips:	

Logaritmlag	ger	

lim
M→&

ln(3𝑥 + 3ℎ) − ln 3𝑥
ℎ

= lim
M→&

ln 3𝑥 + 3ℎ3𝑥
ℎ

= lim
M→&

ln D1 + ℎ𝑥G
ℎ
𝑥OPPQPPR
=>?

∙
1
𝑥
=
1
𝑥
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2) Lös	olikheten	

ln(𝑥7 − 4) ≤ ln(𝑥 + 2)	

Lösning:	

	

Innan	olikheten	löses:	

Vänsterledets	logaritm	kräver	att			𝑥7 − 4 > 0			 ⟺		 (𝑥 + 2)(𝑥 − 2) > 0	

som	efter	teckenstudie	ger	kravet		𝑥 ∈ ]−∞,−2[ ∪ ]2,∞[	

Högerledets	logaritm	kräver	att			𝑥 + 2 > 0		som	ger	kravet		𝑥 ∈ ]−2,∞[	

Snittet	av	ovanstående	krav	blir	𝑥 ∈ ]2, ∞[	

Alltså	kräver	logaritmerna	i	VL	och	HL	att	𝑥 > 2.	

	

Dags	att	lösa	olikheten…	

ln(𝑥7 − 4) ≤ ln(𝑥 + 2)	

⟺			 𝑒^_`$aBbc ≤ 𝑒^_($d7)	

⟺			 𝑥7 − 4 ≤ 𝑥 + 2			för			𝑥 > 2	

⟺			 𝑥7 − 𝑥 − 6 ≤ 0			för			𝑥 > 2	

⟺			 (𝑥 − 3)(𝑥 + 2) ≤ 0			för			𝑥 > 2	

teckenstudie	av	(𝑥 − 3)(𝑥 + 2) ≤ 0	ger	förslaget	−2 ≤ 𝑥 ≤ 3	

som	i	kombination	med	kravet	𝑥 > 2	ger	

Svar:	2 < 𝑥 ≤ 3	
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3) Kontinuitet	och	diskontinuitet	

	

a) Anpassa	𝑚	så	att		

𝑓(𝑥) = k
sin 2𝑥
𝑥

												,				𝑥 > 0

3𝑥 + 𝑚										,				𝑥 ≤ 0
	

blir	en	kontinuerlig	funktion	för	𝑥 ∈ ℝ.	

Lösning:	

lim
$→&m

sin 2𝑥
𝑥

= ⋯ = 2	

Alltså	närmar	sig	den	högra	delfunktionen	punkten	(0, 2)	som	måsta	vara	ändpunkt	i	den	
vänstra	delfunktionen	som	är	en	rät	linje	av	typen	𝑦 = 𝑘𝑥 +𝑚.		Eftersom	att	konstanten	𝑚	hos	

𝑦 = 𝑘𝑥 + 𝑚	anger	skärningen	med	𝑦-axeln	så	gäller	att	𝑚 = 2.		

	

b) Anpassa	gränsen	𝑏	så	att		

𝑓(𝑥) = q 𝑥 − 1								,			 − ∞ < 𝑥 < 𝑏
𝑥 − 4									,				5 ≤ 𝑥 < ∞						

så	att	𝑓(𝑥)	blir	en	kontinuerlig	funktion	med	en	diskontinuerlig	invers	𝑓Bs(𝑥).	

Lösning:	

Diskontinuitet	hos	inversen	inträffar	om	den	öppna	änden	av	den	ena	delfunktionens	invers	
finns	på	samma	𝑥-koordinat	som	den	slutna	änden	av	den	andra	delfunktionens	invers	–	alltså	

det	vi	kallar	”	hål	under	eller	över	punkt”.		

Spegling	i	symmetrilinjen	ger	att	om	den	öppna	änden	av	den	ena	ordinarie	delfunktionen	skall	
finnas	på	samma	𝑦-koordinat	som	den	andra	ordinarie	delfunktionens	slutna	ände	som	finns	i	

punkten	(5, 1)	–	alltså”	hål	bredvid	punkt”	på	𝑦 = 1.	Med	b = 2	får	man	den	öppna	änden	på	just	
𝑦-koordinat		𝑦 = 1.	

Svar:	𝑏 = 2	
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4) Några	satser:	

	

a) Låt	𝑎	vara	ett	nollställe	till	𝑓(𝑥).	Nämn	något	som	följer	ur	detta	enligt	sats.	
	
Svar:	Om	𝑓(𝑥)	är	ett	polynom	så	är	det	jämnt	delbar	med	faktorn	(𝑥 − 𝑎)	enligt	

Sats	1.2	(Faktorsatsen).	
	

	
b) Låt	𝑓(𝑥)	vara	en	kontinuerlig	funktion	på	det	kompakta	intervallet	[𝑎, 𝑏].	Nämn	

något	som	följer	ur	detta	enligt	sats.	
	

Svar:	Enligt	Sats	3.10	följer	att	tillhörande	värdemängd	också	kompakt.	
	
	

c) Låt	𝑓(𝑥)	vara	en	kontinuerlig	funktion	på	det	kompakta	intervallet	[𝑎, 𝑏]	samt	att	
𝑓(𝑎) ≠ 𝑓(𝑏).	Nämn	något	som	följer	ur	detta	enligt	sats.	
	

Svar:	Enligt	Sats	3.9	(Satsen	om	mellanliggande	värde)	följer	att	varje	
funktionsvärde	mellan	𝑓(𝑎)	och	𝑓(𝑏)	passeras	i	minst	en	punkt	inom	intervallet	

intervallet	[𝑎, 𝑏].	
	

	
d) Låt	𝑓(𝑥)	och	𝑔(𝑥)	vara	kontinuerliga	funktioner	på	det	kompakta	intervallet	

[𝑎, 𝑏]	samt	𝑓(𝑎) > 𝑔(𝑎)	och	𝑓(𝑏) < 𝑔(𝑏).	Nämn	något	som	följer	ur	detta	enligt	
sats.	
	

Svar:	Enligt	”följdsatsen	till	Satsen	om	mellanliggande	värde”	följer	att	
funktionerna	𝑓(𝑥)	och	𝑔(𝑥)	korsar	varandra	i	minst	en	punkt	på	det	öppna	

intervallet	]𝑎, 𝑏[.	
	

	
e) Låt	𝑓(𝑥)	vara	en	strängt	monoton	och	kontinuerlig	funktion	på	ett	

sammanhängande	intervall	𝐼.	Nämn	något	som	följer	ur	detta	enligt	sats.	
	

Svar:	Enligt	Sats	3.5	existerar	inversen	𝑓Bs(𝑥)	och	är	kontinuerlig	på	
motsvarande	intervall	J	som	motsvaras	av	värdemängden	till	𝑓(𝑥).	

	
	

f) Låt	𝑓(𝑥) → 0	då	𝑥 → 𝑎	och	låt	𝑔(𝑥)	vara	en	begränsad	funktion.	Nämn	något	som	
detta	medför	enligt	sats.	

Svar:	Enligt	Sats	3.1	följer	då	att	lim
$→y

𝑓(𝑥)A
→&

𝑔(𝑥)A
z{|}

= 0.	
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