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1. 	
Beräkna	

	
a) ∫ !

"!#$"#%
𝑑𝑥		

Lösning:	Partialbråksuppdelning	ger	 &'
"#!

+ '
"#'

+ 𝐶	
	

b) ∫ !"#()#"!
𝑑𝑥	 	

	 Lösning:	∫ !"#()#"!
𝑑𝑥 = 2 ln(1 + 𝑥') + 3 arctan 𝑥 + 𝐶	

	
	

c) ∫2𝑥 tan 𝑥' 𝑑𝑥		

Lösning:	∫2𝑥 tan 𝑥' 𝑑𝑥	 = 3Kedjeregelnbaklänges 3 = ∫ tan 𝑦 𝑑𝑦		

	= −∫ &*+,-./*-
𝑑𝑦 = − ln|cos 𝑦| + 𝐶 = − ln|cos 𝑥'| + 𝐶	

	 	



2. Beräkna		
𝑑
𝑑𝑥
A arctan 𝑡
"

0
𝑑𝑡	

med	hjälp	av	bland	annat	derivatans	definition	och	medelvärdessatsen	för	integraler.	
Stöd	resonemangen	med	en	tydlig	figur.	
	
Lösning:	

𝑑
𝑑𝑥
A arctan 𝑡
"

0
𝑑𝑡 = 𝑆′(𝑥) = E

Enligt	derivatans
definition

Definition	4.1
M = lim

1→3

𝑆(𝑥 + ℎ) − 𝑆(𝑥)
ℎ

	

	

= lim
1→3

1
ℎ
P𝑆(𝑥 + ℎ) − 𝑆(𝑥)Q = lim

1→3

1
ℎ
RA arctan 𝑡

"#1

0
𝑑𝑡 − A arctan 𝑡

"

0
𝑑𝑡S	

	

= T
Enligt	räknelag
6.2	(e)	för
integraler

W = lim
1→3

1
ℎ
RA arctan 𝑡

"

0
𝑑𝑡 + A arctan 𝑡

"#1

"
𝑑𝑡 − A arctan 𝑡

"

0
𝑑𝑡S	

	

= lim
1→3

1
ℎ
A arctan 𝑡
"#1

"
𝑑𝑡 = E

Enligt
medelvärdessatsen
för	integraler

M = lim
1→3

1
ℎ
arctan 𝜉 P(𝑥 + ℎ) − 𝑥QYZZZZZZ[ZZZZZZ\

456571ö96
::;	=;566

	

	

= lim
1→3

arctan 𝜉 = E
Tack	vare

instängning	av	𝜉
mellan	𝑥	och	𝑥 + ℎ

M = lim
>→"

arctan 𝜉	

	

= _ Tack	vare	att	𝑓
är	kontinuerlig	i	𝑥b = arctan 𝑥	

	
	
	

3. För	naturliga	tal	𝑛	gäller	att	0' + 1' + 2' + 3' +⋯+ 𝑛' = ?(?#))('?#))
$

	
Visa	med	hjälp	av	en	översumma	och	sambandet	ovan	att		
	

A 𝑥'𝑑𝑥
(

3
= 9	

	
	
Ledning:	Rita	en	figur	med	kurva	𝑦 = 𝑥'	och	tillhörande	övertrappa	med	𝑛	st	
delintervall.	Översumma	består	av	𝑛	st	remsor	med	bredden	(

?
	vid	positionerna	(B

?
	och	

resorna	har	höjderna	g(B
?
h
'
	

	

A 𝑥'𝑑𝑥
(

3
=ij

3𝑖
𝑛 l

'
∙
3
𝑛YZ[Z\

;54CD;C
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?

BE)

=
27
𝑛(
i𝑖'
?

BE)

=
27
𝑛(
∙
𝑛(𝑛 + 1)(2𝑛 + 1)

6
= 9 +

27
2𝑛

+
9
2𝑛'

→ 9	𝑑å	𝑛 → ∞	



4. Beräkna	

A
sin 𝑥

cos 𝑥 + sin 𝑥 + 1
𝑑𝑥	

	
Lösning:	Substitution	med	𝑦 = tan "

'
	ger	

	
𝑑𝑦
𝑑𝑥

=
1
2
g1 + tan'

𝑥
2
h 			⇔ 			

2𝑑𝑦
1 + 𝑦'

= 𝑑𝑥	

	

sin 𝑥 = 2 sin
𝑥
2
cos

𝑥
2
=

2 sin 𝑥2 cos
𝑥
2

cos' 𝑥2 + sin
' 𝑥
2
= ⋯ =

2 tan 𝑥2
1 + tan' 𝑥2

=
2𝑦

1 + 𝑦'
	

	

cos 𝑥 = cos'
𝑥
2
− sin'

𝑥
2
=
cos' 𝑥2 − sin

' 𝑥
2

cos' 𝑥2 + sin
' 𝑥
2
= ⋯ =

1 − tan' 𝑥2
1 + tan' 𝑥2

=
1 − 𝑦'

1 + 𝑦'
	

	

Integralen	löses	nu	enligt	:	

A
sin 𝑥

cos 𝑥 + sin 𝑥 + 1
𝑑𝑥 = A

2𝑦
1 + 𝑦'

1 − 𝑦'
1 + 𝑦' +

2𝑦
1 + 𝑦' +

1 + 𝑦'
1 + 𝑦'

∙
2𝑑𝑦
1 + 𝑦'

=	

… = A
2𝑦

(𝑦 + 1)(𝑦' + 1)
𝑑𝑦 = |PBU| 	= Aj

−1
𝑦 + 1

+
𝑦 + 1
𝑦' + 1l

𝑑𝑦	

= − ln|𝑦 + 1| +
1
2
ln|𝑦' + 1| + arctan 𝑦 + 𝐶	

= − ln wtan
𝑥
2
+ 1w +

1
2
ln gtan'

𝑥
2
+ 1h + arctan gtan

𝑥
2
h + 𝐶	

Uttrycket	kan	förenklas	ytterligare	men	detta	duger.	
	


