Facit KTR3 och KTR6 TNIU19

KTR3 —2008
1)
i i7m i
z=4e2 =4iellerz=4e 6 =—2V3—2iellerz=4e 6 =23 —2i
2)
z=1%x3iellerz=%2i
3)
a) V; ="alla komplexa tal innanfér och pa enhetscirkeln i andra och tredje kvadranten”
b) Cirkel medr = 2 och centrumiz =2 — 2i
c) Cirkel med r = 2 och centrumiz = —3i
KTR3 —2009
1)
i i i7m
z=2e2 =2iellerz=2e 6 =3 —iellerz=2e6 =—/3—1i
2)

a) Cirkelmedr = 3 ochcentrumiz = -3+ 2i

4

b) Vy ="alla komplexa tal utanfér enhetscirkeln i férsta och fjarde kvadranten inklusive randen’
c) Tex. f(z)= é

3)
z=1=iellerz=+3i

KTR3 - 2010
1)
z = —3iellerz = i£+3—i
2 2
2)
a) Cirkelmedr = 2 och centrumiz = -2 + 2i

b) Cirkelmedr = 2 och centrumiz =1+ 2i
c) V; ="alla komplexa tal innanfér och pa enhetscirkeln i tredje och fjarde kvadranten”

3) z=+3iellerz=1+2i



KTR3 - 2011

1)

a) Den lodrétalinjenx = 2férx = Rez

b) Cirkel med r = 2 och centrumiz = —3i

c) V; ="alla komplexa tal innanfér enhetscirkeln i férsta och fjarde kvadranten”
2)

z=2%x2iellerz=1+%1i
3)

y=-x+4fory=Imzochx =Rez
KTR3 —2012
1)

z=-3-2i%+3
2)
1 i

a) z= t5t5

b) z=—1ellerz =%igi

c) Se kurshaftet
3)

z=22iellerz=2%2i

KTR3 - 2013
1)

a) z= i% * 3—%

b) z=-3-2i%5
2)

a) z=-3-2i

b) z=+12iellerz=+3i
3)

Denratalinjeny =2 —xfory =Imzochx =Rez



KTR3 - 2014

1) z=-2-3i+4i
2) z=2iellerz=+V3—1i

3) Denrétalinjeny =3 —xfory =Imzochx =Rez

KTR3 - 2015

— 5 5i
1) Z_+ﬁi_\/_f

2) z=—4—iellerz=—4—-5i

3)
a) Vardemangden ="innanfor och pa enhetscirkeln i fjarde kvadranten”
b) Virdeméangden ="innanfér och pa cirkeln |z| = 3 i tredje och fjarde kvadranten”
c) Randen av definitionsmangden dr enhetscirkel och den avbildas pa linjen Re(z) = 0, med
andra ord imaginara axeln. Vardemangden blir "hela férsta och fjarde kvadranten”. Notera
att “forbjudna vardet” z = —1 "avbildas pa oandligheten”

KTR3 - 2016

1)

a) z; =2ellerz; =2—6i

b) zo=1+1i,z1=-1+4+i,z,=—1—iellerzz=1—1i
2)

b) Additionssatser som verifieras med hjalp av Eulers férsta formel och studie av realdel
respektive imaginardel var for sig:
cos(x +y) = cosxcosy —sinxsiny
sin(x + y) = sinx cosy + cosx siny
3)
a) z1, =x2iellerzz, =2+2i



KTR6 — 2017

1)
a) z;=—-2—1i eller z =—-2—05i
b) Z=§i% eller z=—\/2—§i% eller zz = +i
2)
z==xiellerz=2413i
3)

a) x2+y? =9 medx = Re(z) och y = Im(z) som motsvarar en cirkel med radien 3 och
centrum i origo

KTR6 — 2018

1)
a) z=+3iellerz=+i

b) z= FL4+4 vilket ocksa kan skrivas som z = F3v2 + 3v2i

V2T V2
2)
a) Innanfor enhetscirkeln i andra och tredje kvadranten inklusive randen
b) Forsta och fjarde kvadranten inklusive randen — alltsa hoger halva av komplexa talplanet
3)
a) Den ratalinjeny =8 — 3x om x = Re(z) ochy = Im(2)




KTR6 — 2019

1) Denratalinjeny = —2x + 3 om x = Re(z) och y = Im(z)

2)
ei(u+v) — eiueiv
< cos(u+v) +isin(u+v) = (cosu + isinu)(cosv + isinv)
< cos(u+v)+isin(u+v) =cosucosv+isinvcosu+ isinucosv — sinusinv

< cos(u+v) +isin(u+ v) = cosucosv — sinusinv + i(sinu cos v + cos u sin v)

Realdelen ger nu:

cos(u + v) = cosucosv — sinusinv
Imaginardelen ger nu:

sin(u + v) = sinucosv + cosusinv

3)
a) @) ===

22 (reif)? 12

e Som synes inverteras beloppet (i kvadrat) sa att belopp stérre én 1 blir mindre dn 1 och
man far funktionsvarden innanfor enhetscirkeln.

e Tidigare argument 6 € E, 7'[] byter tecken och fordubblas sa att argumenten % - -7

och ™ —» —2m. Alltsa far man funktionsvarden i forsta och andra kvadranten

b) Nagra exempel pa insatta punkter som bekraftar slutsatsen i a):

1
fED = =1
1
fQ@ = z=1
f(ei%> = % = e_i37n = eig =i
(%)
1 2i 2i i

1 —
(-1+02 -2i

"Qandligheten avbildas pa noll”

f(=1+i)=

2020 —4i2 2



KTR6 — 2020

1)
a) Kvadratkomplettering ger svaren z; = —3 — 2i eller z, = =3 — 6i

b) Polar form och de Moivre ger svaren z, = 4i, z; = —2v/3 — 2i eller z, = 2+/3 — 2i

2) Omskrivning med z = x + iy ger den rata linjen y = —2x + 6 om x = Re(z) och y = Im(2)

3)
L i9\2 i z
a) f(z) =iz? =re2(re?®)” = rzel(zeJ'z)
e Som synes kvadreras beloppet sa att belopp storre dn och lika med 1 blir stérre dn och
lika med 1 och man far funktionsvarden utanfor enhetscirkeln.

- .. o 3
e Tidigare argument 6 € E, 7'[] fordubblas och adderas med % sa att argumenten % - 7”

ochm — 7" Alltsa far man funktionsvarden i fjarde och forsta kvadranten

b) Nagra exempel pa insatta punkter som bekraftar slutsatsen i a):
fCD =i(-1D)*=i
f@)=i%=-i

2

i3 iZ( 3T ;
f(e 4):32(3 4) = ei2T =1

f(=140) =i(=1+0)? =i(=2i) =2
”0éandligheten avbildas pa odndligheten”



KTR6 — 2021

1)
Bada metoderna (med de Moivre eller med ekvationssystem ur z = x + iy) ger svaren
z=+V8FVBi
som ocksa kan skrivas som

z=+2V2 F 2V2i
eller

+l

il =
N1l

2) Ekvationen
x2+6x+y2=0
ger efter omskrivning med hjalp av kvadratkomplettering cirkeln
(x +3)% + y? = 32
med centrum i punkten (—3,0) och radienr = 3, for x = Re zoch y = Im z.

W
=

- = — = ,i(=36)
f@)=_—= (reif)3 73 e’

3)
a) Funktionen

. . 3] . e N S 9 .
e _.visar att argumenten inom [n, 7”] i definitionsmangden tillhor [—f, —37'[] i
vardeméangden som (tva varv framat) motsvarar [— g, 7'[]

e ..visar att absolutbeloppen inom [0, 1] i definitionsmangden tillhor [1, oo] i
vardemangden, slutna intervall ar OK eftersom vi hanterar det utvidgade komplexa

talplanet C.
Sammanfattningsvis far man en vardemangd “utanfoér enhetscirkeln i 4:e, 1:a och 2:a
kvadranten.
b) Exempel pa punkter som bekraftar ovanstaende:
1
-1) = =-1
] 1
o=
”0rigo avbildas pa odndligheten”
1 1 5T 1 151 T 1 1
f(————l):f(elT>= :e_lT: trevaorv :elZ=—+—i
V2 W2 3 framat 2 2

)



KTR6 — 2022

1)
a) De Moivre ger tre rotter:
zo = 4i, z; = —2+/3 = 2i eller z, = 2+/3 = 2i

b) Kvadratkomplettering ger
zy=—-3+3i eller zz =-3-7i

c) z=x+ iy med tillhérande konjugat ger z = 3 + 4i

2) Férx = Re z och y = Im z f&r man lésningen x2 + y? = 32 — allts4 alla punkter pa en cirkel med
radien 3 och centrum i origo i det komplexa talplanet.

3) Rotgissning ger z = i med tillhérande konjugat z = —i tack vare att polynomekvationen har
reella koefficienter. Polynomdivision med den tillhérande gemensamma ”primfaktorn” z% + 1
ger den andra ”primfaktorn” z2 + 4z + 8 med de tva tillhérande nollstillena z = —2 4 2i som
man finner efter kvadratkomplettering.

Sammanfattningsvis rotterna z = +i eller z = -2 + 2i

KTR6 — 2023

1)
a) De Moivre ger de sex enhetsrotterna:

1,43,
Zy, =x1, z3, = -_I-;z eller zsg = —

=3 +
2

N | =
~ (S

b) Kvadratkomplettering ger
zy=1+5i eller z, =1+

c) z1, =Hiellerzz =7

2) Insattning av z = re'’ ger en vardemangd innanfor en cirkel med |z| = 2, i den forsta och fjarde
kvadranten, inklusive randen.

3) Alla punkter langs den rata linjen y = 2x + 12—1 med x = Rezochy = Im z.



KTR6 — 2024

1)
a) De Moivre ger de tre rotterna:
zo = 2i eller zy, = +v3 —i

b) Kvadratkomplettering ger
zy=2+8i eller z, =2 - 2i

c) zy, =x2iellerzz, = £3i

2) Alla punkter langs den rata linjeny = x + 2 medx = Rezochy = Im z:

6

3)
a) Insattning av z = re' ger en vardemangd innanfor enhetscirkeln i den forsta och andra
kvadranten, inklusive randen.

b) Kontroll med exempelvis

f-D=1
f=-1
f-1+D =3

f () = 0 vilket ar OK tack vare det utdkade komplexa talplanet Cy,



KTR6 — 2025

1)

a)

b)

De Moivre ger de sex enhetsrétterna:

. V3, 1.,
z =i, z=7i51 eller z=—

b
=
N | =

Kvadratkomplettering ger
zy=1+5i eller z, =1—1i
Faktorisering ger

zy, = tiellerzz, = +3i

2) Alla punkter langs den rata linjeny =4 —x medx = Rezochy = Im z:

3)

Insattning av z = re'” ger en viardeméangd utanfér en cirkel med radien 2 och centrum i origo
i den andra och tredje kvadranten av C, inklusive randen.

Kontroll med exempelvis punkterna

f=2i

f@=-2i

f (eiZ) =-2

faA+i)=-4

f(0) = o (OK tack vare det utékade komplexa talplanet C)

bekraftar det hela.



