Studietips infor kommande tentamen
TEN1 inom kursen TNIU22

Lamplig ordning pa sammanfattande studier inom denna kurs:

e Inled med att grundligt studera féreldsningsanteckningarna

o Darefter las tillhérande sidor i laroboken (se arbetsschemat) - sarskilt definitioner, satser
och betydelsen av alla fetstilta begrepp

e Los nu samtliga teorifragor (fran hemsidan) med svar som hdmtas ur ldroboken och
forelasningsanteckningarna

e Nuir du redo for att studera tidigare kontrollskrivningar och tentamina sdsom denna -
alltsa efter att ovanstdende har bearbetats

o Komplettera nu med uppgifter fran arbetsschemat
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Tentamen inom Envariabelanalys 1

Kompletterande tentamen 1 fér kursen HT2021

Utbildningskod: =~ TNIU22

Modul:
Max:

TEN1
21p

Betygsgranser: Betyg 5 minst 16 p, betyg 4 minst 12 p, betyg 3 minst 8 p.

Bonus: 0-2 p fran KTR1 skriven tidigast 1 ar tidigare.

Losningar: Fullstindiga med tydliga forklaringar/berakningar och tydligt angivna svar.
Notera att uppgifterna ej nodvandigtvis ar sorterade enligt svarighetsgrad.

Hjalpmedel: Skrivdon, passare, gradskiva, kurvmall och linjal.

Skrivtid: 2022-03-16, k1. 08:00-13:00

Jour: Peter Holgersson, 0705-19 99 92

a) Undersok om f(x) har ndgra asymptoter.

Losningstips: Gransvarden ger fran bada hallen lodrat asymptot x = 0. Sned asymptot
y = x — 1 fs pa samma sitt som i exempel 3.36 i liroboken eller genom bl.a.
polynomdivision som i exempel 3.37.

b) Undersok om f(x) har nagra stationdra punkter.

I . 1+x? - "
Losningstips: f'(x) = -+ = ;f # 0 och ddrmed saknas stationdra punkter

c) Skissa kurvan till f(x)



FO)=(x"2-x-1)/x y
g{x)=x-1

Svar:

(3p)

2. LoOs den obestimda integralen pa tre olika satt

f sin x cos x dx

Losningstips:

[) Med hjilp av variabelsubstitution:

u =-sinx u? sin? x
Jsinxcosxdx= du =Judu=—+A=
— = CoSXx 2 2
dx
II) Med hjélp av partiell integration:
Jsinx cosxdx = |PI| = —cosxcosx — J(— cosx)(—sinx) dx
= ZJsinxcosxdx = —cos’x+B
_ cos? x
= Jsmxcosxdx = — > + C
[1I) Med hjalp av sinus for dubbla vinkeln:
1 1 cos 2x
Jsinxcosxdx = EJZsinxcosxdx = Ejsiandx =— 2

Notera att de tre svaren motsvarar varandra tack vare att de tre konstanter
A, C och D ar olika.
(3p)



3. Bestdm samtliga lokala extrempunkter hos funktionen

f(x)=3x§ —x+2, x€]-48]

Losningstips:

Punkter som kan ge lokala extrempunkter ar

I. eventuella andpunkter (i detta fall endast x = 8)

[I. eventuella singuldra punkter (i detta fall x = 0) dar

, 2 . .
f'ix) = =" 1 inte ar definierad

[II. inre stationdra punkter (saknas da punkten x = 8 inte
tillhor det 6ppna intervallet x € ]—4,0[ U 0, 8[ dar
derivatan existerar)

Teckenstudium av derivatan visar att x = 0 ar lokalt
minimum och x = 8 ar lokalt maximum.

(3p)

4.
a) Beritta vad som Kkravs for att en funktion f(x) skall vara deriverbar i en

punkt x = a.

Losningstips: Funktionen skall vara definierad i en omgivning till x = a och
gransvardet for differenskvoten (se definition 4.1) skall existera andligt.

b) Harled derivatan till f(x) = tan x med hjalp av derivatans definition och
additionssatsen for tangens:

tanu + tanv

tan(u+v) =——
( ) 1—tanutanv
Losningstips:
Derivatans definition (Def 4.1) ger for f(x) = tan x:
tanCe + ) — t tanx + tanh tan x
an(x —tanx T _—tan~xtanh
£'(x) = lim — lim 1—tanxtanh
h-0 h h—0 h
i tanx + tanh —tanx (1 — tanx tan h) ~ tanh+tan?xtanh
= lim = lim
h—0 h(1 —tanxtanh) h>0 h(1 —tanxtanh)
tanh(1+tan?x)  tanh 1+tan?x 1+ tan?
= lim = lim . = an“ x
h-0h(l —tanxtanh) h~0 h 1—tanxtanh
sgv “_’:6"
-1 R —

(3p)



kx+m , x<4

f(x)={& , x> 4

Bestdm k och m sd att funktionen blir kontinuerlig och deriverbar.

Losningstips: Hogergransvardet bestams i skarven:
lim f(x) = lim vx = 2.
x—4t f( ) x—4t \/_

Darmed vet man att punkten (4, 2) skall ingd som dndpunkt hos
f(x) = kx + m sa att f(x) blir kontinuerlig. Tack vare att punkten
(4, 2) numera ingar kan hogerderivatan i punkten bestimmas
med hjalp av derivatans definition enligt exempelvis:

im vx-2 _ [Q] — 1 (Vx-2)(Vx+2)

, _ i f@r® _
f hbger(4) - xllgl+ x—4 n xli4+ x—4 ol x—4% (x—4-)(\/§+2)

1 1

. x—4 .
- xll,rf+ (e-)(Vx+2) xll,T+ Vx+2 4
Darmed vet man dessutom att k = i ar nodvandigt for f(x) = kx + m sa att

vanster- och hogerderivatan blir lika da x = 4. Annars skulle punkten (4, 2)
bli en singular punkt (utifran derivatan). Insattning av punkten och k-vardet
i “rata linjens ekvation” y = kx + m ger sedan att m = 1 sa att:

X
-+1 for x <4
=14 -
f() { " for x > 4
(3p)

6.

a) Bestam y'’ for den sammansatta funktionen y = f(g (x))

Lésningstips: Forstaderivatan blir enligt kedjeregeln y' = f'(g(x))g'(x)
Produktregeln ger sedan andraderivatan enligt

" =(F"(g))g' @) g'C) + £'(9())g" @)
= f"(g@)(g' )" + f(g(x))g"(x)

b) Ge exempel pa en funktion y = f(x) som uppfyller kravet f''(0) = 0 utan att

funktionen har en inflexionspunkt i x = 0 och motivera varfor.



Losningstips: Andraderivaten i x = 0 skall vara lika med noll
utan att andraderivatan skiftar tecken runt x = 0 (vilket den

gor i en inflexionspunkt). Funktionen f(x) = x* uppfyller
kravet f”'(x) = 0 i punkten x = 0 samtidigt som f"'® = 12x2 4r
positiv (har samma tecken) pa bada sidornaavx = 0

c) Forklara varfor en funktion maste vara deriverbar for att Medelvdrdessatsen for

derivator ska gilla.

2
Losningstips: Genom att exempelvis valja en funktion sdsom y = |x| eller y = x3 vilka
bdda innehaller en singuldr punkt (utifran derivatan) i x = 0 sa kan man
med en skiss visa att det ofta helt saknas inre punkter med samma derivata
som "lutningen mellan dndpunkterna” (vilka satsen annars anger att det
finns) sa lange den singuldra punkten ingar i det valda intervallet.

(3p)

7. Visa med stod av valfri sats att f(x) = arcsin x — 2 arctan x har minst en stationar
punkt.

(3p)

Lésningstips: Funktionen har Dy = [—1, 1] och for &ndpunkter galler
f(—=1) = f(1) = 0. Alltsa ar "lutningen mellan &ndpunkterna = 0”.
Darmed maste det enligt Rolles sats (sats 4.11) eller Medelviirdessatsen
fér derivator (sats 4.10) finnas minst en inre punkt inom detta slutna
intervall sddan att f'(x) = 0 och diarmed finns minst en stationir punkt.

Fotnot: De stationdra punkterna behdver alltsa inte berdknas i denna uppgift; det
racker med att visa att minst en sadan finns, enligt ovan. Om man dnda foredrar att
berdakna dem pa Kklassiskt vis genom f(x) = 0 (sats 4.9) far man punkterna

x=£§/§\/2—7\/§=i V3(2-V3) =+ /2\/§—3zio.68



