
	

Studietips	inför	kommande	tentamen	
TEN1	inom	kursen	TNIU22	

	

Lämplig	ordning	på	sammanfattande	studier	inom	denna	kurs:	

• Inled	med	att	grundligt	studera	föreläsningsanteckningarna	
• Läs	sedan	tillhörande	sidor	i	läroboken	(se	arbetsschemat)	–	särskilt	definitioner,	satser	

och	betydelsen	av	alla	fetstilta	begrepp	
• Lös	nu	samtliga	teorifrågor	(från	hemsidan)	med	svar	som	hämtas	ur	läroboken	och	

föreläsningsanteckningarna	
• Nu	är	du	redo	för	att	studera	tidigare	kontrollskrivningar	och	tentamina	såsom	denna	–	

alltså	efter	att	ovanstående	har	bearbetats	
• Komplettera	nu	med	uppgifter	från	arbetsschemat	

	

	

	 	



Peter	Holgersson,	ITN	
Linköpings	Universitet	
Tel.	0705-19	99	92	
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Tentamen	inom	Envariabelanalys	1	
Kompletterande	tentamen	1	för	kursen	HT2022	

	
Examination:	TEN	1,	TNIU22	
Max:	 21	p	 betyg	5:	≥	16	p	 betyg	4:	≥	12	p	 betyg	3:	≥	8	p	
Bonus:	 0-2	p	grundad	på	KTR1	
Lösningar:	 Fullständiga	med	tydliga	förklaringar/beräkningar	och	tydligt	angivna	svar	
Hjälpmedel:	 Skrivdon,	linjal,	kurvmall	
Skrivtid:	 2023-03-15	klockan	08:00-13:00	
Nivå:	 Uppgifterna	1–3	testar	främst	färdigheter	för	betyg	3	medan	uppgifterna	4–7	även	

testar	färdigheter	för	betyg	4	och	5.	
	

	

1. Lös	de	obestämda	integralerna	

a) 	

!
8𝑥

9 + 𝑥!
𝑑𝑥	

	

Lösningstips:	Derivatan	av	nämnaren	i	täljaren	ger	svaret		4 ln(9 + 𝑥!) + 𝐶	

b) 	

!12𝑥 ln 2𝑥 𝑑𝑥	

	

Lösningstips:	Partiell	integration	med	derivering	av	ln 2𝑥	ger	svaret	

		6𝑥! ln 2𝑥 − 3𝑥! + 𝐶	

c) 	

!
1

√9 − 𝑥!
𝑑𝑥	

	

Lösningstips:	∫ "
√$%&!

𝑑𝑥 = ⋯ = "
'∫

"

("%)"#*
! 𝑑𝑥	ger	svaret	

		arcsin &
'
+ 𝐶	

3	p	



	

2. Låt	

𝑓(𝑥) =
𝑥' + 3𝑥! + 4

𝑥!
	

a) Bestäm	eventuella	stationära	punkter.	

	

Lösningstips:	Polynomdivision	ger	𝑓(𝑥) = 𝑥 + 3 + +
&!
	med	derivatan	

𝑓,(𝑥) = 1 − -
&#
	som	nollställs	ut	genom	

	med	𝑥 = 2	som	är	stationär	punkt.	

	

b) Bestäm	eventuella	asymptoter.	

	

Lösningstips:	Gränsvärdet	lim
&→/

&#0'&!0+
&!

= ⋯ = ∞	ger	lodrät	asymptot	i	𝑥 = 0	

och		

𝑓(𝑥) = 𝑥 + 3 +
4
𝑥!
	

	närmar	sig	den	sneda	asymptoten	𝑦 = 𝑥 + 3	då	𝑥 → ±∞.	

	

c) Skissa	kurvan	med	tillhörande	asymptoter.	

	

Lösningstips:	den	stationära	punkten	(2, 6)	samt	tillhörande	asymptoterna	ger:	

	

	 	

3	p	



3. Härled	med	hjälp	av	derivatans	definition	𝑓′(𝑥)	till	𝑓(𝑥) = 𝑥' + 𝑒& .	

	

Lösningstips:	Derivatans	definition	ger		

𝑓,(𝑥) = lim
1→/

(𝑥 + ℎ)' − 𝑥' + 𝑒&01 − 𝑒&

ℎ
= ⋯ = 3𝑥! + 𝑒&	

3	p	

	

4. Funktioner:	

	

a) Ge	exempel	på	en	funktion	som	har	en	inflexionspunkt	i	𝑥 = 0	utan	att	
punkten	samtidigt	är	en	terrasspunkt.	

	

Svar:	Till	exempel	𝑓(𝑥) = arctan 𝑥	i	punkten	𝑥 = 0	

b) Ge	exempel	på	en	funktion	som	varken	är	strängt	växande	eller	strängt	
avtagande	men	ändå	har	invers	

	

Svar:	Till	exempel	𝑓(𝑥) = "
&
	

c) Ge	exempel	på	en	funktion	som	kontinuerlig	men	inte	deriverbar	i	𝑥 = 0.	

	

Svar:	Till	exempel	𝑓(𝑥) = √𝑥# 	

d) Ge	exempel	på	en	kontinuerlig	funktion	som	saknar	vänsterderivata	i	sin	
högra	ändpunkt.	

	

Svar:	Till	exempel	𝑓(𝑥) = arcsin 𝑥	som	är	”lodrät”	i	𝑥 = 1	

e) Ge	exempel	på	en	rationell	funktion	som	inte	är	definierad	i	𝑥 = 2	och	saknar		

lodrät	asymptot	i	𝑥 = 2.	

	

Svar:	Till	exempel	𝑓(𝑥) = &!%+
&%!

= (&0!)(&%!)
&%!

	

f) Ge	exempel	på	en	funktion	som	har	en	stationär	punkt	av	typen	lokalt	
maximum	utan	att	andraderivatan	är	negativ	i	denna	punkt	i	𝑥 = 0.	

	

Svar:	Till	exempel	𝑓(𝑥) = −𝑥+	

3	p	

	



5. Bestäm	det	största	och	det	minsta	värdet	hos	funktionen	

𝑓(𝑥) = 9𝑥!/' − |3𝑥 − 15|						,				𝑥 ∈ [−27,			8]	

	

Lösningstips:	Två	delfunktioner	skapas	på	varsin	sida	om	skarven	𝑥 = 5	.		

𝑓(𝑥) = X 9𝑥
!
' − 3𝑥 + 15						,				𝑥 ∈ [5,			8]

9𝑥
!
' + 3𝑥 − 15						,				𝑥 ∈ [−27,			5]

	

med	derivatorna	

𝑓′(𝑥) =

⎩
⎨

⎧
6
√𝑥# − 3						,					𝑥 ∈ ]5,			8[					

6
√𝑥# + 3						,				𝑥 ∈ ]−27,			0[ ∪ ]0,			5[

	

Sedan	studeras	ändpunkter	(i	detta	fall	𝑥 = −27	och	𝑥 = 8),	stationära	punkter	(i	detta	
fall	endast	𝑥 = −8	ty	derivatan	är	inte	definierad	i	𝑥 = 8)	och	singulära	punkter	(i	detta	

fall	𝑥 = 0	där	derivata	plötsligt	saknas	och	skarven	𝑥 = 5).	Man	får	fram	att	största	
värde	är	27	(i	ändpunkten	𝑥 = 8)	och	minsta	värde	är	−15	(i	både	singulära	punkten	

𝑥 = 0	och	i	ändpunkten	𝑥 = −27).	

De	olika	punkterna	som	måste	hittas	och	undersökas	är	gulmarkerade	i	denna	skiss	–	
alltså	alla	ändpunkter	inklusive	skarven,	stationära	punkter	och	singulära	punkter	

(punkter	som	finns	i	funktionens	definitionsmängd	men	inte	i	derivatans	
definitionsmängd):	

			

3	p	



	

6. Visa	med	stöd	av	valfri	sats	att	𝑓(𝑥) = 2& + '
!5
arccos 𝑥	har	minst	en	stationär	punkt.		 	

	
Lösningstips:	Funktionen	är	dessutom	deriverbar	och	har	𝐷6 = [−1, 1].	

För	ändpunkter	gäller	𝑓(−1) = 𝑓(1) = 2.		
Därmed	måste	det	–	enligt	Rolles	sats	(sats	4.11)	eller	Medelvärdessatsen	
för	derivator	(sats	4.10)	–	finnas	minst	en	inre	punkt	inom	detta	kompakt		

intervall	sådan	att	𝑓′(𝑥) = 0	och	därmed	har	funktionen	minst	en	stationär	punkt.	
	

3	p	

	

7. En	ledning	skall	dras	från	punkt	A,	via	väggen,	till	punkt	B.	Var	bör	ledningen	träffa	
väggen	för	att	ledning	skall	bli	så	kort	som	möjligt?		

	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

Lösningstips:		
	

𝐿 = _𝑥! + 6! +_(12 − 𝑥)! + 3!				,			𝑥 ∈ [0,			12]	
enligt	Pythagoras’	sats,	med	𝑥	räknat	från	vänster	kan,	ger	efter	förenkling	

𝐿, =
𝑥

√𝑥! + 36
+

𝑥 − 12
√𝑥! − 24𝑥 + 153

	

Stationär	punkt	sökes	och	man	får	

𝑥
√𝑥! + 36

+
𝑥 − 12

√𝑥! − 24𝑥 + 153
= 0	

som	efter	”ena	termen	till	högerledet	följt	av	kvadrering,	termerna	åter	i	samma	led,	
liknämnighet	och	nollställning	av	täljare”	leder	till	ekvationen	

𝑥! − 32𝑥 + 192 = 0	
som	på	faktoriserad	form	blir	

(𝑥 − 24)(𝑥 − 8) = 0	
med	ena	lösningen	𝑥 = 8	inom	definitionsmängden.	

6	m	

3	m	
?	

A	

B	

Vägg	

12	m	



Teckenstudie	av	derivatan	visar	att	𝑥 = 8	ger	ett	minimum.	
För	övrigt	ger	intervallets	ändpunkter	en	längre	sträcka	L	och	singulära	punkter	

saknas	hos	𝐿	ty	𝐿,	är	definierad	inom	hela	det	öppna	intervallet	𝑥 ∈ ]0,			12[.	
Svar:	𝑥 = 8	från	vänster	kan	räknat.	

3	p	


