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1. Bestdm samtliga primitiva funktioner

a)

b)

J3+4xd
1+ x2 x
2x
1+x

1
1+x2

Losningstips: 3 [ dx+2
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Losningstips: [ sin3 x cos x dx = Kedjeregeln baklanges | _ sin‘x

eller variabelskifte 4
J In 5x dx
n
Losningstips: Partiell integration ger [ 1 - l\rzizc dx =++=xIn5x —x+C
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dx = 3arctanx + 2In(1 +x2) + C




a) Lat
fx) =e*

och bestam f'(x) med hjalp av derivatans definition.

Losningstips: Derivatans definition ger
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b) Lat
y = arcsin x

och bestim y’ med hjalp av en annan funktions kdnda derivata och kedjeregeln.

Losningstips: y = arcsin x ger siny = x som efter ledvis

derivering med avseende pa x enligt kedjeregeln ger

cosy -y =1

kand
derivata
cosy >0 L .
sdatt y' = =|l:aoch4:e| = =
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o8y kvadranten Jizsin?y *
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= x =
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a) Bestam eventuella asymptoter till f(x).

Losningstips: Lodrit asymptot saknas eftersom namnaren x? + 2 # 0

Eventuell sned asymptot har
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Alltsa sned asymptoty = x



b) Bestam eventuella stationdra punkter for f(x).

Losningstips: Derivering enligt kvotregeln ger
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Teckenstudium av derivatan ger lokalt maximum
ix = —1 och lokalt minimumix = 1.

¢) Skissa kurvan och eventuella asymptoter till f (x).

Losningstips: H

3p
a) Bland vilka tre typer av punkter kan man finna en funktions lokala extrempunkter?

Svar: I eventuella andpunkter (vid slutet intervall), i eventuella stationara
punkter (dar f'(x) = 0) samt i eventuella singuldra punkter (dar f'(x) saknas trots att
punkten ingdr i definitionsméngden).

b) Bestdm storsta och minsta varde hos funktionen

f(x) =9x?/3 —2x+5, x€[-8,64]

Losningstips: Lokala extrempunkter ar

(i) andpukterna (—8,57) och (64, 21),

(ii) den inre stationara punkten (27,32) och

(iii) den singuldra punkten (0, 5).

Darmed blir storsta funktionsvarde 57 och minsta funktionsvarde 5.
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kx+m , x<4

f(x)={ﬁ , x>4

Bestdm k och m sd att funktionen blir kontinuerlig och deriverbar.

Losningstips: Hogergransvardet bestams i skarven:
lim f(x) = lim vx = 2.
x—4t f( ) x—4t \/_

Darmed vet man att punkten (4, 2) skall ingad som dndpunkt hos
f(x) = kx + m sa att f(x) blir kontinuerlig. Tack vare att punkten
(4, 2) ingér kan hogerderivatan i punkten bestimmas

med hjalp av derivatans definition enligt:
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. x—4 .
- xll,rf+ (e-)(Vx+2) xll,T+ Vx+2 4
Darmed vet man dessutom att k = i ar nodvandigt for f(x) = kx + m sa att

vanster- och hogerderivatan blir lika da x = 4. Annars skulle punkten (4, 2)
bli en singular punkt (utifran derivatan). Insattning av punkten och k-vardet
i “rata linjens ekvation” y = kx + m ger sedan att m = 1 sa att:

FOx) = T+l for x <4
Vx for x > 4
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6. Ratteller fel?

a) Pastiende: Funktionen f(x) = /x har en inflexionspunkt i origo trots att den inte ar
deriverbar i origo.

Ratt eller Fel? Motivera ditt svar med kort text och forklarande skiss.

Svar: Ritt. En inflexionspunkt dr en punkt med positiv andraderivata pa en ena sidan
och negativ pa andra sidan. Funktionen ar visserligen "vertikal” i origo och saknar
darmed derivata i origo men hir dnda andraderivata med olika tecken runt origo -
konvex da x < 0 och konkav dd x > 0.
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b) Lat funktionen f(x) vara definierad pa det kompakta intervallet x € [a, b].

Pastdende: Funktionen maste vara deriverbar pa intervallet x € ]a, b|[ for att Satsen
om mellanliggande virde ska galla.

Ratt eller Fel? Motivera ditt svar med kort text och forklarande skiss.

Svar: Fel. Det ricker att funktionen ar kontinuerlig (ett snillare krav) pa det aktuella
intervallet. Ett bra exempel ar funktionen f(x) = |x| inom det kompakta intervallet
X € [—2,4]. Funktionen ar inte deriverbar i origo men antar dnda alla mellanliggande
funktionsvarden mellan f(—2) = 2 och f(4) = 4.

Lat funktionen f(x) vara definierad pa det kompakta intervallet x € [a, b] med
f(a) =f(b).
Pastdende: Funktionen maste vara deriverbar pa intervallet x € ]a, b[ for att Rolles
Sats ska galla?
Ratt eller Fel? Motivera ditt svar med kort text och férklarande skiss.
Svar: Ratt. Genom att exempelvis valja funktionen

2
fx)=x3, —8<x<8

som har dandpunkter med samma funktionsvarde f(—8)= f(8) = 2
men inte ar deriverbar i x = 0 sa ser man att det saknas inre
stationdra punkter, alltsd med f'(x) = 0” (vilket satsen anger

att det ska finns).
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7. Paraihop funktionerna till vinster med korrekt pastaende till h6ger genom att gora
berdkningar av lampliga gransvarden:

a) £) = {e-l/x2 L x>0 i) Véansterkontinuerlig men inte
x , x<0 hégerkontinuerligi x = 0, dirmed
inte deriverbarix = 0

b) Flx) = {e‘l/ * L x#0 ii) Varken hoger- eller vanster-
0 , X = kontinuerligi x = 0, dirmed inte
deriverbarix =0
) £) = {el/x2 L x#0 iii) Hogerkontinuerlig men inte
0 L, x=0 vansterkontinuerlig i x = 0, dirmed
inte deriverbarix = 0
d) _(e* , x>0 iv) Kontinuerlig och deriverbarix =0
FO=1%s2 | x<0
e) F(x) = {ex , x<0 v) Kontinuerligix = 0 men inte
1+x , x>0 deriverbarix = 0

Lésningstips:
Alla delfunktionerna ar deriverbara i alla inre punkter (enligt sats) da de ar uppbyggda
av elementdra funktioner. Darmed racker det att kontrollera skarvarnaix = 0:

a) Kontinuerlig ty

. —1/x2 s
lim e~'/*" lim -
x—0~ x—0~ el/x

=0+ f(0)=0

men vansterderivatan i skarven ar

' v fQO=f) _ etV 1 _|
f vanster(o) = J}Lr(r]l_ 0 = J}L%’l_ 0 xll»r(l)l— xei = =

enligt | _
Sats 3.13

medan hogerderivatan = 1 (rata linjens k-varde).

Alltsaa=v.

b) Hoégerkontinuerlig eftersom

lim e~Y* =0 = £(0)

x—07t

men inte vansterkontinuerlig eftersom

lim e”Y* =00 # f(0) = 0

x-0"

Alltsa b = iii.



c) Ejkontinuerlig eftersom

1
limex? =00 # f(0) =0

x-0

sac =il

d) lir(r)l+ e* =1 # f(0), dirmed inte hogerkontinuerlig och inte heller deriverbar.
x—

Alltsa d =1i.

e) Kontinuerlig tack vare att lir(r)l+ 14+ x =1 = f(0) och derivatans definition ger
x—

f(x)%ﬁ(o) = lim <=2 = 1 vilket ir lika med

véansterderivatan f',snste-(0) = lim
x x—-0 X—

-0~ X

hogerderivatan linjens k-varde = 1 - alltsa lika véinster- och hogerderivata.

Alltsa e = iv.
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