Studietips infor kommande tentamen
TEN1 inom kursen TNIU22

Lamplig ordning pa sammanfattande studier inom denna kurs:

e Inled med att grundligt studera féreldsningsanteckningarna

o Darefter las tillhérande sidor i laroboken (se arbetsschemat) - sarskilt definitioner, satser
och betydelsen av alla fetstilta begrepp

e LOs nu samtliga teorifragor (fran hemsidan) med svar som hdmtas ur ldroboken och
forelasningsanteckningarna

e Nuir du redo for att studera tidigare kontrollskrivningar och tentamina sdsom denna -
alltsa efter att ovanstdende har bearbetats

o Komplettera nu med uppgifter fran arbetsschemat
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Tentamen inom Envariabelanalys 1

Ordinarie tentamen for kursen HT2025

Utbildningskod: =~ TNIU22

Modul: TEN1

Institution: ITN

Betyg: Max: 21 p betyg5:216p betyg4:212p betyg3:28p

Bonus: 0-2 p grundad pa KTR8

Losningar: Fullstindiga med tydliga forklaringar/berakningar och tydligt angivna svar
Hjalpmedel: Skrivdon, linjal, kurvmall

Skrivtid: 2026-01-17 klockan 08:00-13:00

Niva: Uppgifterna 1-3 testar enbart fardigheter for betyg 3 medan uppgifterna 4-7 aven

testar fardigheter for betyg 4 och 5.

1. Bestdm samtliga primitiva funktioner

a)

J3+4xd
1+ x2 x

Losningstips: 3 [ 1+1x2 dx+2] 1-2:;2 dx = 3arctanx + 2In(1 +x*) + C
b)
J e**8x dx
Losningstips:
fex28x dx = Ked]eregelp bakla.nges — 407 4 C
eller variabelskifte
c)

J e%* sin 2x dx

Losningstips: Upprepad partiell integration ger iezxsin 2x — i e?*cos2x + C



2.
a) Lat
f(x) =1In2x

och bestam f'(x) med hjalp av derivatans definition.

Losningstips: Derivatans definition och standardgransvarde ger

2x + 2h h
o) = li In2(x+h)—In2x i In——— i ln(1+§)_1
f1e) = Jim h I = = oo b, ~x
X
b) Lat
Yy = arccos x
och bestim y’ med hjalp av en annan funktions kdnda derivata och kedjeregeln.
Losningstips: y = arccos x ger cosy = x som efter ledvis
derivering med avseende pa x enligt kedjeregeln ger
—siny -y' =1
kénd
derivata
siny >0 . .
saatt y' = ———=|1:aoch2:a| = — — = —
- Vix2
""" |kvadranten Jicosty 1x
3p
3. Lat
x3+4
y=fl)=—73

a) Bestam eventuella asymptoter till f(x).

Losningstips: Lodrdt asymptot existerar i x = 0 pavisas fram med hjalp av gransvardet
o x34+4
lim

X—00 xZ

Eventuell sned asymptot har

3
k= lim £Z92 = Jim 2 - im1+2=1
x—>+oo X x>t X X—00 X
och
3
m=limf(x)—kx=limx+4—x=...:0
X—00 x—oo X

Alltsd sned asymptoty = x



b) Bestam eventuella stationdra punkter hos f(x).

Losningstips: Forstaderivatan tas fram och teckenstuderas

x3 44
f(x) = 22 = e =x+4x_2
x3 -8
fle)=1-8x = =—3—=0dix=2

Teckenstudium av derivatan ger lokalt minimum i x = 2.
c) Skissa kurvan och eventuella asymptoter till f (x).
Losningstips: Asymptoterna x = 0 och y = x markeras och med hjélp av vardetabell

skissas kurvan med tydligt markerat lokalt minimum i (2, 3).

I
ffffffff I/

Svar: Vi

3p

a) Bland vilka tre typer av punkter kan man finna en funktions lokala extrempunkter?

Svar: I eventuella andpunkter (vid slutet intervall), i eventuella stationdra
punkter (dar f'(x) = 0) samt i eventuella singuldra punkter (dar f'(x) saknas trots att
punkten ingdr i definitionsméngden).

b) Bestdm storsta och minsta varde hos funktionen

f(x)=52+2x—9x%3, x€]-8, 64]



Losningstips:
1 6
'"X)=2—-6x3=2—5==0 da x =27
f'() s

Lokala extrempunkter finner man bland

(i) andpunkten (64, 36),

(ii) den inre stationara punkten (27, 25) och
(iii) den singuldra punkten (0, 52).

Den 6ppna dnden i (—8, 0) ar ocksa av intresse och fas med hjalp av
gransvardet lin% f (x) = 0 vilket ar lagre an alla lokala extremvarden.
x——

Sammanfattningsvis blir det storsta funktionsvardet 52 och ett
minsta funktionsvirde saknas da de lagsta funktionsvardena
finns omedelbart innanfér den "6ppna dnden”:

60

3p

5. En hdsthage med tre lika stora rektanguladra betesytor ligger langs med den raka
Kvismare kanal och inhdgnas med staket enligt figuren nedan - totalt 600 m staket.
Berakna den totala maximala arean.

Kvismare kanal

Ledning:

. s 0 g . ” ,» 600-5
Om man véljer x som varje betesytas "h6jd” far varje betesyta "bredden e



600 — 5x
3

b

och den totala arean blir

600 — 5x
A(x)=3xT=600x—5x2 , 0<x<60

Maximum s6ker man som vanligt bland:
e stationdra punkter - i detta fall x = 60

e indpunkter - i detta fall x = 0 respektive x = 120 vilka bada ger arean
noll

e singuldra punkter - i detta fall saknas sddana eftersom
definitionsméngden for A’'(x) dr densamma som for A(x) s nar som pa
andpunkterna.

Teckenstudie av derivatan (eller negativ andraderivata) bekraftar att den stationéra
punkten derivatan x = 60 som ger den maximala (inte minimala) arean 18 000 mz2.

3p

6. Ratteller fel?
a) Funktionen f(x) = 2x° — 3x* har ett lokalt maximum i x = 0 trots att
andraderivatan inte dr negativix = 0.

Ratt eller Fel? Motivera ditt svar med berdkningar.

Svar: Ratt.

Forstaderivatan ar noll i den aktuella punkten - alltsa ror det sig om en stationar
punkt. Andraderivatan dr tyvarr ocksa noll i den aktuella punkten (inte negativ som
hade gett lokalt maximum for en stationdr punkt) och det kan darmed bade rora sig
om (1) en terrasspunkt, (2) ett lokalt maximum eller ett (3) lokalt minimum. Tack
vare att forstaderivatan skiftar tecken fran positiv till negativ i den aktuella punkten

ger den samlade informationen att det ror sig om (2) ett lokalt maximumi x = 0.




b) Funktionen f(x) = tan x har oandligt manga stationédra punkter.

Ratt eller Fel? Motivera ditt svar med berdkningar.

Svar: Fel.
fl(x) =1+tan’x # 0
>0

c) Funktionen f(x) = tan x har oandligt manga inflexionspunkter.

Ratt eller Fel? Motivera ditt svar med berdkningar.

Svar: Ratt.
f"(x) =2tanx (1 +tan?x) =0
>0
S tanx =0

S x=nm neEZ

och f" (x) skiftar tecken i just dessa punkter.
3p

7. De tva villkoren for att Sats 4.10 i laroboken - Medelvardessatsen for derivator - skall

galla dr att funktionen...

I.  ..ar kontinuerlig pa intervallet kompakta intervallet [a, b]
och
II.  ..ar deriverbar pa dtminstone det 6ppna intervallet |a, b[

a) Forklara med egna ord och en férklarande skiss varfor satsen inte kan gilla om man
nojer sig med kontinuitet pa det 6ppna intervallet |a, b|[.

Ledning: Man kan exempelvis studerar en funktions vars graf har foljande utseende pa

intervallet [a, b] :



/

-

Alltsa med en diskontinuitet i ena &ndpunkten. Man inser i detta exempel att ingen inre
punkt inom ]a, b[ har samma derivata som differenskvoten ("lutningen”) mellan
andpunkterna”.

b) Forklara med egna ord och en férklarande skiss varfor satsen inte kan gélla om man
struntar i kravet pa deriverbarhet.

Ledning: Man kan exempelvis studerar funktionen f(x) = x?/3 pa intervallet [-1, 8]:

S

oz
\ /

N\t S/

N

Som synes dr funktionen inte deriverbar i den inre punkten x = 0. Man inser i detta
exempel att ingen inre punkt hos funktionen inom intervallet |—1, 8] har samma derivata
som differenskvoten ("lutningen”) mellan andpunkterna”.

3p



