Studietips infor kommande tentamen
TEN1 inom kursen TNIU22

Lamplig ordning pa sammanfattande studier inom denna kurs:

e Inled med att grundligt studera féreldsningsanteckningarna

o Darefter las tillhérande sidor i laroboken (se arbetsschemat) - sarskilt definitioner, satser
och betydelsen av alla fetstilta begrepp

e Los nu samtliga teorifragor (fran hemsidan) med svar som hdmtas ur ldroboken och
forelasningsanteckningarna

e Nuir du redo for att studera tidigare kontrollskrivningar och tentamina sdsom denna -
alltsa efter att ovanstdende har bearbetats

o Komplettera nu med uppgifter fran arbetsschemat
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Tentamen inom Envariabelanalys 1

Kompletterande tentamen 1 for kursen HT2025

Institution: ITN

Utbildningskod: TNIU22

Modul: TEN 1

Betyg: Max: 21 p betyg5:216p betyg4:>212p betyg3:28p

Bonus: 0-2 p grundad pa KTR1

Losningar: Fullstindiga med tydliga forklaringar/berdkningar och tydligt angivna svar
Hjalpmedel: Skrivdon, linjal, passare, kurvmall

Skrivtid: 2026-03-18 klockan 08:00-13:00

Niva: Uppgifterna 1-3 testar enbart fardigheter for betyg 3 medan uppgifterna 4-7 dven

testar fardigheter for betyg 4 och 5.

1. Los de obestamda integralerna:

a)
J4xlnx dx
Lésningstips:
Partiell integration ger
1
f4xlnx dx = lenx—.foZ; dx =2x?’Inx —x%2+C
b)
[z
9+ax2 ™
Lésningstips:
x
f L4 —1f L4 —larCtan§+C—1 tan= + C
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c)
J e*” 8x dx
Lésningstips:

Variabelskifte u = x2 o.s.v. ger integralen 4 [ e* du = 4e* + C = 4e*” + C
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a) Bestdm eventuella stationdra punkter.

Lésningstips:

, _ 2x(x-2)—(x245)1 _ x2—4x-5 _ (x=5)(x+1)
f@ == =G = Gop

=0gerx; =5, x, =-1

b) Bestam samtliga asymptoter.

Lésningstips:
Gransvardesberakningar enligt exempel 4.28 i laroboken ger sned asymptot
y=x+2

Gransvardesberdkningar med x — 2% respektive x — 2~ ger lodrit asymptoti x = 2

c) Skissa kurva med tillhérande asymptoter.

Lésningstips:

Viardetabell tillsammans med informationen i a) och b) ger:
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f(x) =6x?°—-2x-8, x€[-1,27]
och bestdm samtliga lokala maximi- och minimipunkter.

Lésningstips:

Tre typer av punkter maste kontrollera - andpunkter, _ och

Andpunkterna ir (=1, 0) respektive (27, —8)

4
fla) =4x"3 -2=—2-2, x#0

x1/3 =2 & x=2=8
ffx)=0

W=

S X

Stationar punkt ar -
Singuldr punkt ar -

Sammanfattningsvis lokala minimipunkter i andpunkten x = 27 och i den singulara
punkten x = 0 dar derivata sakna. Lokala maximipunkter i andpunkten x = —1 och i
den stationdra punkten x = 8. Extrempunkternas karaktar fas genom teckenstudie

och kurvan har féljande utseende:
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Fx) = {ezx , x>0

kx+m, x<0
och berdkna k och m sa att funktionen blir deriverbar for alla x.
Lésning:
Gransvirdet lim e?* = 1 visar att den rita linjens dndpunkt méste finnas i (0, 1).

n-0"

Med hjalp av derivatans definition och stod av linjens andpunkt far man

vansterderivatan i skarven:

e —1 e —1
f(O )=xll>%l— x—0 :xll»r(l)l—z. 2x =2
sgv
-1

som dessutom ar k-vardet for den ratan linjen om funktionen skall vara deriverbar i

skarven. Darmed blir funktionen:

_ (e** , x>0
f(x)_{2x+1, x<0
3p
5. Medelvardessatsen for derivata
a) Formulera satsen och rita en férklarande skiss - vad siger satsen och vilka ar
villkoren for att den skall galla?
Lésningstips:

Formulering av satsen - se sats 4.10 i laroboken.

Satsen sédger att om funktionen f(x) ar kontinuerlig pa ett kompakt intervall x € [a, b] och ar
deriverbar i alla inre punkter x € ]a, b[ sa finns minst en inre punkt x = ¢ sddan att derivatan

) - f@

F§) ==

Med vardagssprak kan man sidga samma ”"lutning i minst en inre punkt” som "lutningen mellan

intervallets andpunkter”.



b) Forklara med text och skiss och varfor satsen inte galler for funktionen
fG) =Ix—4l , x€[2,10]

Lésningstips:
Funktionen f(x) = |x — 4| , x € [2,10]
kan skrivas enligt

_(—x+4 , x€[2,4]
f(x)_{x—z; . x €[4,10]

[ alla punkter dar funktionen ar deriverbar ar derivatans varde -1 eller 1.

. » . 6-2 _ 1 o
Differenskvoten mellan dndpunkterna ar dock To—; = 5 Mmenintein en enda
1

inre punkt x = ¢ inom det aktuella intervallet har derivatan f'(¢) = >

. Detta intraffar p.g.a. att funktionen inte ar deriverbar i x = 4 och darmed ar det inte OK att
tillampa medelvardessatsen for derivata for denna funktion - i varje fall inte om punkten x = 4 ar

en inre punkt inom det aktuella intervallet.
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6. Los olikheten

X
4% <42 + 12
Lésningstips:

Olikheten ar definierad for alla reella tal.
4% < 4%/7 4+ 12

& 45 —4%2-12<0

o (4%/2)" 42 _12 < 0
Variabelskiftet y = 4*/2 med y > 0

o yl-y—-12<0 , BN

e -Hhr+3)<0 , EN

Teckenstudium av faktorerna ger spontant intervallet

y € ]—3,4[ men eftersom y > 0 duger endast

y €10,4{

Tack vare att y = 4%/2 4r strangt vixande inser man att dndarna av intervallet ger de

hogsta/lagsta virdena sa att
x
42 €]0,4]
1I\NX
o (45) € 10,4
o 2*€]0,4(
Tack vare att y = 2* ar strangt vixande inser man att dndarna av intervallet ger de

hogsta/lagsta virdena sa att

S x €]-00,2]
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7. Minimera linans langd

Pa en jamn yta finns tva lodrata stolpar med avstandet 12 meter. Den ena dr 6 meter
hoég och den andra 3 meter hog. En lina skall spdnnas fran toppen av den ena stolpen,
ner till marken och vidare till den andra stolpens topp. Visa genom en max- och min-

studie att linans minimala langd blir 15 meter.



Lésningstips:

Den vagrata strackan 12 m delas in i delstrackorna x respektive 12 — x

sa att Pythagoras Sats kan anvandas for linans totala ldngd enligt:

s(x) =V62 +x2+/32+(12-x)2 , x €R

Forenkling ger

s(x) = /36 + x2 + /x% — 24x + 153
med derivatan

X N x—12
V36 +x2  Vx2 —24x + 153

som ar definierad for alla x ty ndmnarna ar bada strangt positiva.

s'(x) =

Darmed saknas bade dndpunkter och singuldra punkter (derivatan

existerar for alla x) s att enbart stationdra punkter ar av intresse:

s'(x)=0
X x—12
= + =0
V36 +x2  vx2 —24x + 153
X x—12

= —

V36 +x2  VxZ —24x + 153

Bada leden kvadreras (risk for att falska rotter uppkommer) och ekvationen l6ses

x?2 _x2—24x+144
36 + x2 x2—24x+ 153

= x?(x? —24x +153) = (36 + x2)(x? — 24x + 144)

& x* —24x3 + 153x% = x* — 24x3 + 180x? — 864x + 5184
& 27x? —864x +5184 =0

Division med 3 upprepade ganger ger

x2—32x+192=0

och kvadratkomplettering eller faktorisering enligt
(x—24)(x—8)=0

ger forslagen punkterna i x = 24 eller x = 8 men insattning i den ursprungliga
ekvationen visar att x = 24 ar en "falsk rot” som p.g.a. kvadreringen. Teckenstudium
av derivatan visar att x = 8 ger ett minimum och minimildngden blir

s(8) =62 +82 +,/32 + (12 — 8)2 =100 + V25 = 15
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