Studietips infor kommande tentamen
TEN1 inom kursen TNIU22

Lamplig ordning pa sammanfattande studier inom denna kurs:

e Inled med att grundligt studera foreldsningsanteckningarna.

o Darefter las tillhérande sidor i laroboken (se arbetsschemat) - sarskilt definitioner, satser
och betydelsen av alla fetstilta begrepp.

e Los nu samtliga teorifragor (fran hemsidan) med svar som hdmtas ur ldroboken och
forelasningsanteckningarna ovan.

e Nuar du redo for att studera tidigare kontrollskrivningar och tentamina sdsom denna -
alltsa efter att ovanstdende har bearbetats.

o Komplettera till sist med uppgifter fran arbetsschemat
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Tentamen inom Envariabelanalys 1

Kompletterande tentamen 1 for kursen HT2025

Institution: ITN

Utbildningskod: TNIU22

Modul: TEN 1

Betyg: Max: 21 p betyg5:216p betyg4:=>12p betyg3:28p

Bonus: 0-2 p grundad pa KTR8

Losningar: Fullstindiga med tydliga forklaringar/berdkningar och tydligt angivna svar
Hjalpmedel: Skrivdon, linjal, passare, kurvmall

Skrivtid: 2026-08-17 klockan 08:00-13:00

Niva: Uppgifterna 1-3 testar enbart fiardigheter for betyg 3 medan uppgifterna 4-7 dven

testar fardigheter for betyg 4 och 5.

1. Los de obestamda integralerna.

a)
J x% cosx dx
Losningstips: Partiell integration tva varv ger svaret x? sinx + 2x cosx — 2sinx + C
b)
J 8x cos x% dx
Losningstips: Variabelskifte eller Kedjeregeln baklinges ger svaret 4 sin x2 + C
c)

J4 + 6x d
T+x2 &
Svar: 4arctanx + 3In(1 + x2) + C
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2.
a) Lat
f(x) =In3x

och bestam f'(x) med hjalp av derivatans definition.

Losningstips: Derivatans definition ger

o) = i LET W= f@) | Med | _ . In3Gc+h) —In3x
f(x)—hl_rg h ~|f(x) =1n3x - m h
3(x+h) h h
In————~= In{1+= In(1+=) 1 1
— lim 3X  _ Jim ( x) — lim ( x) L
h-0 h h—-0 h h—-0 ﬁ X X
_x_/
sgv

b) Lat
y= arctan x

och bestdm y’ med hjalp av en annan funktions kdnda derivata och kedjeregeln.

Losningstips: y = arctan x ger tany = x som efter ledvis
derivering enligt kedjeregeln med avseende pa x ger

(1+tan?y)y’ =1

o I — — —
sdatty’ = Tran?y = Trtany)z SOM med tany = x ger
1
y =——
1+ x2
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Lat

x3 +x? + 32
flx) = 2z
a) Bestam eventuella asymptoter.
Losningstips:
. x3+x2+432 . x3+x%+432
lim ——— =0 och lim ——=
x-0% X x—0 x

visar att det finns en lodrat asymptot x = 0

Metoden i exempel 4.28 i laroboken ger eventuell snedasymptot:

3 2
lim 29 = jim T2 i 142y 2o
x—-+oco X x—+oo X x—+oo X X
Alltsa k; = k, = 1 for eventuella sneda asymptoter.
Vidare fas eventuella m-virden

i o x3 +x? + 32 o b 1 32 .
i (700 =) = i a1 ==

Sned asymptot existerar alltsa enligt
y=x+1ddx > oochdax - —o

b) Berdkna eventuella stationédra punkter.
Losningstips:

x34+x2432 32
f)=—F—=x+1+7

x2

ger derivatan
64
fl(x)=1- =0
som ger den stationdra punkten

x=4

c) Skissa kurvan y = f(x) med eventuella tillh6rande asymptoter.
Losningstips:

Vardetabell ger skissen:



. J

A

Y 10
3p
Lat
flx) = x* —2x3
och bestdm tangentens ekvation i den inflexionspunkt som inte samtidigt ar en
stationdr punkt.
Losningstips:

f'(x) = 4x3 — 6x? = 2x%(2x — 3) = 0ix = 0 respektive x =§

f"(x) = 12x% — 12x = 12x(x — 1) = 0 och skiftar tecken i x = 0 respektive x = 1

som dirmed ar inflexionspunkter; alltsa en s.k. "humorsskiftespunkter”.

Vi vdljer nu bort x = 0 som dessutom ar stationdr punkt och berdknar tangentens
ekvationix = 1.

y=f(1)=—-1lochk=f'(1)=-2

Dessa varden sdtts iniy = kx + m och man far m = 1 sd att tangentens ekvation blir
y=—-2x+1.
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Lat
kx+m , x <16

f(x)={\/§ , x>16

Bestdm k och m sa att funktionen blir kontinuerlig och deriverbar.

Losningstips: Hogergransvardet bestams i skarven:
lim f(x)= lim vx =4.
x-16% f( ) x—-16% \/_

Darmed vet man att punkten (16, 4) skall ingd som dndpunkt hos den rata
linjen f(x) = kx + m sa att f(x) blir kontinuerlig. Tack vare att punkten
(16, 4) numera ingar kan hogerderivatan i punkten bestaimmas

med hjalp av derivatans definition enligt:

, o Ffae) _ o NEea o] o (E—a)(VE+e)
f'hoger(16) = xl—g%’f x-16 xl—l?é+ x—16 [0] T xoi6t (x—16)(Vx+4)
x-16 1 1

= lim ————= lim — =
x—>16+ (x=16)(Vx+4)  xo16+ Vx+4 8

Darmed vet man dessutom att k = g ar nodvandigt for f(x) = kx + m sd att

vanster- och hogerderivatan blir lika da x = 16. Annars skulle punkten (16, 4)
bli en singuldr punkt (avsaknad av derivata). Insattning av punkten och k-vardet
i “rata linjens ekvation” y = kx + m ger sedan att m = 2 sa att:

S+2 for x <4
for x > 4

o=

X
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6. Summan av hojden och radien i en rak cirkuldr kon ar 24 cm. Berdkna konens
maximala volym.

Losningstips:

Genom att vélja radie x fir man en basyta med arean B = mx?
Hojden blir h = 24 — x

2 —_—
S& att volymen V (x) = B?h - w _

%(243(2 —x3), x €[0,24]
Maximi- och minimivarden foér funktioner finner man bland:

1) Andpunkterna - i detta fall fir man volymen 0 cm3 sa de saknar intresse.
2) Eventuella singuldra punkter - i detta fall saknas sddana eftersom

att funktionen ar deriverbar i alla inre punkter x € ]0, 24|

3) Stationdra punkter som ar lokala maximipunkter och dessa fas genom:

V'(x) = 2(489( —3x2) =nmx(16 — x) = 0 d&d x = 0 respektive x = 16

Teckenstudie av derivatan visar att x = 0 ger ett lokalt minimum medan x = 16 ger
ett lokalt maximum. D3 detta dr det enda x-viardet som kan ge ett maximalt varde hos
volymen berdknas nu volymen enligt

n16%(24-16) _ w2568 _ w5124 _ m10242 _ 20487
-3 T 3 = 3 -

V(1e6) = ~ 2100 cm3
Alltsa drygt 2 liter.
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7. Visa med stod av valfri sats att funktionen
f(x) = arccosx — 2 arctan x
har derivatan
ffx)=-n

i minst en punkt.

Losningstips: Funktionen har Dy = [—1, 1] och ar kontinuerlig pd det aktuella
intervallet x € [—1, 1]. Dessutom ar funktionen deriverbar pa intervallet x € |—1, 1].

For andpunkterna galler

-t 3r
f(—l):ﬂ'—ZHT=T[7
f(l)ZO—ZZ:—E

Alltsd motsvaras "lutningen mellan andpunkterna” av differenskvoten

Ay —Lo3T
y_"2°2 _
Ax 1-(-1)

Darmed maste det enligt Medelvdrdessatsen
for derivator (sats 4.10) finnas minst en inre punkt inom
intervallet x € |—1, 1] sddan att f'(x) = —m.
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