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1. Bestdm den allmdnna losningen till differentialekvationen

y" + 2y’ — 15y = 16e3*

Losningstips:

Den homogena ekvationen 16ses och med ansats y = Ce”™ far man tillhérande
karaktaristisk ekvation
r2+2r—15=0

som efter 16sning och insattning ger
yn = Cie3* + Cre™>*

Diarmed duger inte y = Ae3* som ansats till ¥p ochvi viljer istdllet y = ze3* med z
som en funktion av x. Derivering (produktderivator) och insattning ger efter
forenkling

7"e3% 4+ 87'e3* = 16e3*

Darmed bor z vara ett forstagradspolynom sa att 8z' samtidigt blir 16 som
aterfinns i hogerledet samt z' = 0. Man viljer z = 2x utan konstant di den inte
tillfor nagot nytt sa att

yp = 2xe3*
Den allmanna lésningen blir ddrmed
Yy =yYn+yp =Cre > + Ce3* + 2xe3*

(3p)



a) Skissa ett riktningsfalt inom omradet 0 < x < 4o0ch 0 <y < 4till
differentialekvationen

yt+y=2

Losningstips:

Ekvationen skrivs pa formen y’ = 2 — y och derivatan beraknas i
utvalda punkter for att sedan askadliggoras med hjalp av korta
tangenter till de sokta lI6sningskurvorna. Ddrmed anar man
losningskurvor och sarskilt y = 2 syns tydligt - en rat linje som
ovriga l6sningskurvor konvergerar mot da x — oo:
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b) Bestam den allmédnna lésningen till differentialekvationen

yt+y=2

Losningstips:

Ekvationen dr bade separabel och linjir av férsta ordningen,
dessutom med konstanta koefficienter sa att alla tre 16sningsmetoder
som ingdr i kursen fungerar och de ger alla 16sningarna

y=2+Ce™



¢) Bestdm den losningskurva som uppfyller villkoret y = 3 dd x = 1 och
skissa den i riktningsfaltet i a).

Losningstips:
Insattning i allmédnna 16sningeny = 2 + Ce ™ ger
3=2+4Ce™! © 1=Ce! & C=e
och l6sningskurvan
y=2+ee™*

ar den sokta och passerar punkten (1, 3) enligt skissen nedan. Den
(liksom alla andra l6sningskurvor) narmar sigy = 2 da x — oo.
Kurvan skissa med hjalp av vardetabell:
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(3p)

a) Bestidm Maclaurin-polynomet av grad tre till f(x) = tanx

Losningstips:

Succesiv derivering ger
f(x) =tanx , f'(0)=0
f'(x) =1+tan%x , () =1
f"(x) =2tanx (1 + tan®x) , ') =0
f""(x) =--=2+8tan’x+6tan*x ,f'"(0) =2

3
Maclaurins formel ger nu p3(x) = x + %

b) Skissai ett gemensamt koordinatsystem kurvan till f(x) = tanx och
kurvor till motsvarande Maclaurin-polynom av grad 0, 1,2 och 3 i en
omgivning till x = 0.



Losningstips:

Kurvor till Maclaurin-polynomen py(x) = 0, p;(x) = p,(x) = x och
p3(x) = ? + x samt funktionen f(x) = tan x skissas sd att man tydligt

ser att p;(x) battre approximerar f (x) = tanx dn vad p,(x) gor (0.s.v.)
i en omgivning till x = 0.

(3p)

Funktionen
0, x<1
=12
fx(x) =, x >1
X

ar en tathetsfunktion for den stokastiska variabeln X.
a) Visa att fy(x) uppfyller kraven for att vara en tathetsfunktion.
Losningstips:
Definitionen av tathetsfunktion kraver att:
) fx(x) =0
m 0 dx= =1

och bada dessa krav dr uppfyllda



b) Bestam tillhorande fordelningsfunktion.

Losningstips:

Fordelningsfunktionen Fy(x) = — xiz + C har enligt definition uppfylla
kraven:
)] Fy(x) > 1dax > o
11) Fy(x) > 0dax » —»
I11) Vara viaxande
Detta kraver att C = 1 sd att
0 , x<1
F(x) =

1
1—x—2, x=>1

c) Lat a vara sannolikheten att ett sSlumpmassigt valt X < x, och visa att
a—-1dax, >
Losning:
Xo

*a ) 1 1 .
a=f_mf(x)dx=f1 x_3dx=[_x_2]1 =1—W—>1daxa—>oo

5. Latt € [0, 2r] och berdkna kurvldngden av parameterkurvan

x =2sint+ 2cost
=2cost —2sint

Losningstips:
dx
— =2cost—2sint
dt
d
_y: —2sint — 2cost
dt

- - () ()

\/(2 cost — 2sint)? + (—2sint — 2 cos t)2dt

= .= \/8(cos2 t + sin? t)dt = V8dt
21

s=f VBdt = - = 2B = 4VZn
0

(3p)



6. Omradet mellany = V16 — x? och y = 4 — x roterar ett varv runt x-axeln.

a) Berdkna rotationskroppen volym.

Losningstips:

Aktuellt omrade identifieras:

Vid rotationen uppstar ett halvklot som har ett halrum med formen av en kon.

V= Vytter — Vinner

4 5 4 ,
_ [16 — 2 _ _
—nfo( 16 x)dx nfo(4 x)? dx

halvklot kon

4 4
=T[f (16—x2)dx—nf (16 — 8x + x?) dx
0 0

_ 64

3



b) Berdkna rotationskroppens begrdnsningsarea - alltsa den totala arean
av alla ytor.

Losningstips:

For konen (inre ytan) gillery = 4 — x och y’ = —1 s att
man med ytband runt x-axeln far:

4 4
Aron = Zﬂj X1+ (—1)2%dx = Zﬂj xV2 dx
0 0

4
= Zﬁﬂj xdx = =16V21
0

; b
Notera att formeln for konens mantelyta A = 7r med r =4

och b = V42 + 42 = 4+/2 ger samma svar!

For halvklotet (yttre ytan) géller y = V16 — x? och
y' = \/% sa att man med ytband runt x-axeln far:

2
V16 — x2 —x2> dx

_an ij(

—Zﬂj A/ 16 — x2 1+

16 — x?

4 16 — x2 + x2
= ZT[J V16 — x2 |—————dx
0

—Zﬂj V16 — x2 ——
\/16—x2

4
=2T[J 4dx =--=32m
0

. 4mr3 .
Notera att formeln for klotyta A = % ger samma svar for

halvklotet!

A= Aron + Anaiviior = 16V21 + 321

(3p)



a) Visaatt

Losningstips:

Over- och undertrappa med ett delintervall ger summor som visar sig
inte duga for att visa ovanstaende.

Overtrappa med tva delintervall (hojder i vinsterkant) ger
oversumman

1 1 3

1+ T1+15 2

oversumma

Undertrappa med tvd delintervall (hoéjder i hgerkant) ger
undersumman

1 N 1 _ 11
1+13 1423 18
undersumma

Darmed galler enligt sats att

11 z 3
18~ undersumman < Jo T+ 23 dy < 6versumman = >

b) Berdkna
a+5 )
1 —-X
(11_)1’{)10 (2 +e )dx
Losningstips:
a+5 .
lim (2 + e—xz)dx _ Meﬁglyardessatsen — =10
a—>o J, Or integraler

(3p)



