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1. Bestdm den allmdnna losningen till differentialekvationen
y" +4y"+ 13y = 40cosx

Losningstips:

Motsvarande homogena ekvation (med noll i hogerledet) l6ses och med ansatsen
y = Ce™™ far man tillhorande karaktaristisk ekvation
r2+4r+13=0

som efter 16sning och insattning ger "nolltillagget”

Vi = Cle(_2+3i)x + Cze(—2—3i)x

= e ?*(A cos 3x + B sin 3x)
For att hitta en fungerande l6sning till ekvationen valjer man exempelvis ansatsen

Yp = Ccosx + Dsinx

med tillhorande derivator



Insattning av y,, ', och y",, i ekvationen ger efter forenkling
(12C +4D)cosx + (12D — 4C) sinx = 40 cosx

Losning av motsvarande ekvationssystem

{1ZC+4D =40
12D —-4C =0

ger partikularlésningen
Yp = 3cosx +sinx
Den allmanna 16sningen blir ddrmed

Y=Yty = e ?*(A cos 3x + B sin3x) + 3 cosx + sinx

Los differentialekvationen nedan med hjalp av tre olika
l6sningsmetoder:

I) Genom separation av variabler

1) Med hjalp av integrerande faktor

I1I) Genom att finna den homogena ekvationens ldsning +

ekvationens partikuldrlésningar

y'+y=5
Losningstips:
Metod I)
Variablerna separeras enligt
d_y +y=5 = ﬂ = dx

dx 5—-y
och integraler ledvis ger
—In|5—y|=x+D
som sedan ger den allmdnna l6sningen genom att man loser ut y

y=5+Ce™*

(3p)



Metod II)
Termerna multipliceras med integrerande faktor e* sa att
e*y' + e*y = 5e*

kan skrivas som derivatan av produkt enligt

& ()= 5
och integral ger

ey =5e*+C
som sedan ger den allmanna l6sningen

y=5+Ce™*
Metod III)

Da ekvationen &r linjar med konstanta koefficienter kan man finna
den allmdnna l6sningen enligt

Y=Yt
Motsvarande homogen ekvation
y+y=0
ger efter ansats y, = Ce"™ en karaktaristisk ekvation
r+1=0
som sedan ger den homogena ekvationens ldsning
yp=Ce™

D& hogerledet ar av grad noll &r y,, = A en lamplig ansats for att hitta
en l6sning y, for ekvationen. Insattning av y, = A och y," = 0 ger
Yp = 5 som tillsammans med y, = Ce™ ger den allmanna lésningen

Yy=Yn+y,=5+Ce™™
(3p)



a) Berdkna gransvardet:
i (e* — 1)sinx3
a0 x2(1 — cosx)

Losningstips:

Maclaurinutveckling ger
2
(e —Dsinxd  (1+x+FT+0GH)—1)(x* - 0(")
lim i

=1
x~0 x2(1 — cosx) 50 x2
x? 1—(1—7+ 0(x3)>

Cox*4+0(x> . 1+0
=lim———=lim————==2

5 S0l

Aven standardgrinsvirde ger en smidig 16sning...

a) Berdkna gransvardet:

cosx
lim (3 )dx
a-o j, X
Losningstips:
a+a Medelvardessatsen
cosx .
lim (3 + )dx = | for integraler med | = f(f)((a +4)— a)
a—oo X
a<é<a+5s
cosx .
—-0dax - oo
= * =3-4=12

vilket medfor att
f(§) »3dax > oo

(3p)



Funktionen

ar en tathetsfunktion for den stokastiska variabeln X.
a) BerdknaP(3 <X <5)

Lésningstips:

5 5 7
a=J—3fX(x)dx=J; (1—g)dx=---=ﬁ

b) Berdkna skillnaden mellan medianen och vantevardet.

Lésningstips:

Medianen x5 = b fas ur:

Lb(l—g)dx=~-~=0.5

Detta ger en andragradsekvation med en intressant rot
b=xy5=8-V8=5.17

Vantevarde:
o 8 x2 16
u=f x-fx(x)dx=f x——]dx=-+-=—=533
o 4 8 3
Differensen:
16
x0,5—u=8—\/§—?z —0.16

(3p)



5. Beridkna volymen av den kropp som uppstar da det begransade omradet i
1:a kvadranten mellan (I) enhetscirkeln, (II) y = 0 och (III) y = +/3x roterar
ett varv runt x-axeln.

Lésningstips:

[ forsta kvadranten beskrivs enhetscirkeln av funktionen y = V1 — x? som fas ur
cirkelns ekvation x? + y2 = 1.

Skarningspunkterna som bildar "hérnen” av omradet berdknas:

1

Skarningspunkt mellan y = V1 — x2 och y = +/3x berdknas och ir x = 5

Skdrningspunkt mellan y = v1 — x? och y = 0 berdknas och ar x =1
Skarningspunkt mellan y = v3x och y =0 ar x =0

Rotationskroppens volym fas genom

1
2 L 2 T
V= nf (\/§x)2dx + nJ.l ( 1- xz) dx = - = 3 volymenheter
0 —
2

(3p)

a) Antag att f ar kontinuerlig pa I samtatt x och a € I.

Bevisa med hjalp av bl.a. derivatans definition och
medelvardessatsen for integraler att

d X
=] red=re
Losningstips:

Beviset av Analysens huvudsats finns under Sats 6.7 pa sid 286 i
laroboken samt i forelasningsanteckningarna.

b) Forklara med en skiss och egna ord vad uttrycket ovan i praktiken
berittar.

Losningstips:

Se kommentarer om Analysens Huvudsats fran forelasningen. Satsen
sager att marginalokningen av integralen fa f(t) dt med avseende pa

den hogra integrationsgransen x ar lika stor som funktionsvardet f(x).
(3p)



Visa med hjalp av en Riemann-summa att

Fg 81
x°dx = —
0 4

2 2
Ledning: 13 + 23 4+ -+ n® = %
Lésningstips:
Overtrappa med n delintervall fér f(x) = x3 ger en 6versumma med n
stycken delareor (smala remsor).
Varje remsa har bredden Ax = % och en hogerkant i punkten x; =i - %

med indexi=1,2,3...n.

3
Varje remsahardé’lareanf(xi)-Ax=xi2-Ax=(i-%) %
hdjd
Oversumman blir d&
3\° 3 3\° 3 3\° 3
(1:3) 2a () Zhn () 2
n/ n n/ n n/ n
areal area 2 arean

81
=F(13 +23 4+ n3)

_ 81 n*(n+1)?

Tt 4
81 n* 4+ 2n3 4+ n?
T4 nt

—1dédn—co

(3p)



