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Lamplig ordning pa sammanfattande studier inom denna kurs:

e Inled med att grundligt studera forelasningsanteckningarna

o Darefter las tillhérande sidor i laroboken (se arbetsschemat) - sarskilt
definitioner, satser och betydelsen av alla fetstilta begrepp
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denna - alltsa efter att ovanstdende har bearbetats
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1. Bestdm den l6sning till differentialekvationen
y' +4y" =8x
som uppfyller begynnelsevillkoren y(0) = 1 och y'(0) = —1

Losningstips:

Motsvarande homogena ekvation (med noll i hgerledet) 16ses och med ansatsen
y = Ce™ far man tillhérande karaktaristisk ekvation
r2+4r =0

som efter 16sning och insattning ger "nolltillagget”
yn = C, + Cre™*
For att hitta en fungerande 16sning till ekvationen valjer man exempelvis ansatsen
yp=Ax+B

med tillhorande derivata

144

Yop= A
Insattning avy’, och y",, i ekvationen ger efter férenkling

A+ 4Ax + 4B = 8x

med losningen



B 1
2
sa att
, 1
yp=2x—5
med
X
szxz_z

Utan konstant da en sddan redan finns hos yj,

Den allmanna lésningen blir ddrmed

X
y=yn+y, =0+ Ce* +x? ~3
med
1
y' = —4Ce ™ + 2x — 5
Villkoret y'(0) = —1 kraver att C, = %
Vidare kraver y(0) = 1 att ¢, = gsé’l att
7 1 x
— _ 1 _,4x 2 _
y 3 + 3 e +x >
Los differentialekvationen
y' —y=4
med hjalp av tre olika l6sningsmetoder:
1) Genom separation av variabler
1) Med hjalp av integrerande faktor
I1D) Genom att finna den homogena ekvationens lésning +

ekvationens partikularlésningar

(3p)



Losningstips:

Metod I)

Variablerna separeras enligt
dy dy
——y=4 = ——=d
dx Y 4+y *

och integraler ledvis ger
Inl4+y|l=x+D
som sedan ger den allmdnna l6sningen genom att man l6ser ut y

y=_Ce*¥—-4

Metod II)
Termerna multipliceras med integrerande faktor e~ s3 att
—-X

ey —e*y =4e
kan skrivas som derivatan av produkt enligt
2 (oryy g
och integral ger
e Fy=—4e*+C
som sedan ger den allmdnna losningen

y=Ce*—-4

Metod I1I)

D3 ekvationen &r linjar med konstanta koefficienter kan man finna
den allmdnna lésningen enligt

Y=Ynt¥
Motsvarande homogen ekvation till den ursprungliga ar
y'—y=0
och ger efter ansats y, = Ce"™ en karaktaristisk ekvation
r—1=0
som sedan ger den homogena ekvationens losning
yn=Ce*

D& hogerledet ar av grad noll ar y,, = A en lamplig ansats for att hitta
en 16sning y, for ekvationen. Insittningav y, = Aoch y,’ = 0 ger
Yp = —4 som tillsammans med y, = Ce* ger den allmédnna lésningen

Y=Yty =Ce"—4
(3p)



3. Berdkna foljande gransvarden

a)
~ sin3xIn(x3 + 1)
lim
x=0 (1 — cosx?2)
Losningstips:
Maclaurinutveckling ger
Cosin3xIn(x®+1) (Bx—0u?))(x® - 0(x9))
lim = lim
x-0 (1 — cosx?) x—0 x4
1- <1 -5+ 0(x8)>
3x* + 0(x®
x-0 7 + O(XS)
Aven standardgrinsvirde ger en smidig 16sning...
b)
a+4a ,
lim (arctanx + e™*")dx
a—oo
Losningstips:
a+4 Medelvardessatsen
lim (arctan x + e‘xz)dx = | for integraler med

e a<é<a+4

T
arctanx + e ¥ - ) dax » o
= f(f)((a +4) — a) = vilket medfor att

£(§) > déx - oo

(3p)



a) Funktionen

_ (2e5% forx <0
fx(x) = {3e-5x for x > 0

ar en tathetsfunktion for den stokastiska variabeln X.

Beridkna tithetsfunktionens median.

Losningstips:

Eftersom att

’ 0 2 1
ffx(x)dx=f 235"(135:...=§<E

maste medianen

x0_5 >0

krav for
medianen

b (b _s e T N R
Integralen [ fy(x) dx = [/ 3e™*dx = -~z =1, farman

3e~5b +380 1 i In6—1In5 004
—_—=— = ==
5 5 10 Xos 5 '

b) Hitta pa en tdthetsfunktion fy(x) som har lika median x, 5 och férvantat
varde (vantevarde) p - motivera dessutom ditt svar.

Losningstips:

Enklast ar att skapa en tathetsfunktion (enligt definitionen av en sadan)
som dessutom ar symmetrisk kring sin median. Medianen sammanfaller
da med vantevardet.

(3p)



5. Berdkna volymen av den kropp som uppstdr da det obegrdnsade omradet i
1:a kvadranten mellan (I) x-axeln, (II) y = %och (I y = Eroterar ett varv

runt x-axeln.
Losningstips:
Skarningspunkterna som bildar "hérnen” av omradet berdknas:
Skarningspunkt mellan x-axeln och y = % ar origo.
Skarningspunkt mellan y = % och y = %ér i forsta kvadranten x = 4
Skdrningspunkt mellan x-axeln och y = % saknas saklart men funktionskurvan

ndrmar sig x-axeln da x — oo.

Rotationskroppens volym fas genom

* xy2 © 4\? At 16w
V=nf (—) dx+nf (—) dx =+ = —+ 4w = —— volymenheter
o 4 4 \X 3 3

(3p)

a) Analysen Huvudsats berattar att

d X
=] rode=rco

Forklara med en skiss och egna ord vad uttrycket ovan i praktiken
berdttar.

Losningstips:

Se kommentarer om Analysens Huvudsats fran foreldsning 4. Satsen
sager att marginalokningen av integralen fa f(t) dt med avseende pa

den hogra integrationsgransen x ar lika stor som funktionsvardet f(x).

b) Harled Insattningsformeln (fér berakning av bestdamda integraler)
ur Analysen Huvudsats.

Se anteckningar fran foreldsning 4 da huvudsatsen tillimpades pa tva
intervall, exempelvis [a, x;] och [a, x;]. Insattningsformeln fick man
genom att man integrerar uttrycken och sedan subtrahera dem med
varandra.

(3p)



7. Ange den enda funktionen som uppfyller
b
y(x) = x2 —J 2y(t)dt
0

Ledning: Att derivera ledvis med avseende pa x ger vardefull information...

Losningstips:

Ledvis derivering med avseende pa x ger:
d X
") =2x ——| 2y(t)dt
v =202 [ 20

Analysens huvudsats ger nu en forsta ordningens differentialekvation
y'(x) +2y(x) = 2x

som kan lésas med hjilp av integrerande faktor e?* enligt:

y' (x)e?* + 2y(x)e?* = 2xe?*
i(}'(X)ez") = 2xe?*
dx

Bdda leden integreras (partiell integration i hogerledet) och man far:

)
& ylx)e* =Ja§é—25dx
T

& ylx)e? = xe?* — J e?* dx

2x
& y(x)e?* = xe?* — > +C

1
s yh) = Ce‘2x+x—5

Den ursprungliga ekvationen har ett begynnelsevillkor som gor att C
kan bestammas. Villkoret fas genom att man sitter in x = 01i den
ursprungliga ekvationen och nollstiller integralen i hogerledet sa att ett
villkor framtrader:

0
y© =0 [ 2yt = y©) =0
0

Darmed ar den enda l6sningen av ekvationen den med C = Ssaatt
—2x

o]
2 XT3

y(x) =
(3p)



