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1. Bestdm den l6sning till differentialekvationen
y'" —2y'=8—9e3

som uppfyller begynnelsevillkoren y’(0) = 17 och y(0) = 6. (3p)
Losningstips:

Den homogena ekvationen y'’ — 2y’ = 0 léses och man far y, = A + Be?* vilka
inte aterfinns i hogerledet. Darmed fungerar ansatsen y, = Ce3* + D med
tillhérande derivata y, och insattning i ekvationen ger y, = —9e3* — 4. Ddrmed
duger partikuldrlésningen y,, = —3e3* — 4x (utan konstant).

Den allménna I6sningen blir dirmed y = A + Be?* — 3e3* — 4x och efter
derivering y' = 2Be?* — 9¢3* — 4

2B—9—4=17 {A=—6

Med hansyn till villkoren far man{ A+B-3=6 B = 15

y = —6+ 15e2* —3e3% — 4x



a) Los differentialekvationen

Losningstips:

Differentialekvationen ar separabel. Variablerna separeras
enligt — i—f = dx for y # 0 (notera att y = 0 studeras for sig) och
bada leden integreras. Man far den allminna I6sningen

y = ﬁ med x # —C samty = 0 som ocksa direkt ldser

ekvationen

b) Los differentialekvationen
y' +2xy = 2x
Losningstips:

Ekvationen kan ocksa l6sas genom att bada leden multipliceras med

den integrerande faktor e** och man far losningeny =1 + Ce %,

c) Visa med lamplig ansats att ekvationen y'' — 4y’ + 5y = 0 faren
karaktaristisk ekvation 7% — 4r + 5 = 0 och att den leder till den
allménna lésningen

y = e?*(Asinx + B cos x)
Losningstips:

Insattning avy = Ce™ med tillhorande derivator ger efter faktorisering
ekvationen 72 — 4r + 5 = 0 med losningarnar = 2 + i. Ddrmed géller
atty = Ce@*D* 4 De(2=D* som efter omskrivning med bl.a. Eulers
formel ger y = er((C + D) cosx + i(C — D) sin x) som forenklas till

y = e?*(Acos x + Bsinx)

(3p)



3. Lét fx(x) vara tithetsfunktionen

6€2x
7
fX(x) = 86_2x

7

x<0

x>0

a) Vilka tva egenskaper kidnnetecknar en tathetsfunktion?

Svar: fx(x) =0 och ffooo fx(x)dx =1

b) Bestam férdelningsfunktionen.

3 2x
e7 x<0
Svar: Fy(x) = po-2%
1- x=0
7
c) Berdkna medianen.
In8-1In7

Svar: Xog =

(3p)



b)

Bestdm a sa att gransvardet existerar dndligt och berdkna sedan
gransvardet:

- In(1 + ax) — 2x + arctan(ax)
lim 3
x-0 X

Losningstips:
Maclaurinutveckling ger

In(1 + ax) — 2x + arctan(ax)

lim

x—0 x2

2.2 3.3 3.3

ax -3 12X v tax -+ 0(xh)

— i 2 t73 3
= lim 5
x—0 X

2.2

(2a — 2)x — 5+ 0(x*)
= lim 5
x—0 X

Andligt gransvirde endast om a = 1 vilket ger grinsvirdet

x? 4 1 2
I ——jrﬂ'O(x ) I —-iﬂ'O(X ) 1
;E% x2 _-;E% 1 _-__E

Losningstips:

a+s 1 Medelvardessatsen
lim (3 + —2> dx = | for integraler med
@ Jq e* a<i<a+s
3+e* 53dax >
= vilket medfér att =3-5=15
f(§) »3dax >

=f(®((a+5)—a)

(3p)



5. Cirkelns ekvation med centrum i origo ar
xZ + yZ — 1"2
a) Visa med hjailp av en rotationskropp att klotets volym ges av

4mr3
K

Losningstips:

Cirkelns ekvation 72 = x? + y? ger den 6vre kurvan y = Vr2 — x2 som
far rotera runt x-axeln:

dV = my?dx = n(r? — x?)dx

r x3 r
V=nf (rz—xz)dx=n[r2x——
=T 3 —
T
B Amrr3
-3

b) Visa med hjilp av en rotationskropp att arean av klotets yta ges av
V = 4nr?

Losningstips:

Cirkelns ekvation 72 = x? + y? ger den 6vre kurvan y = Vr2 — x2 som
far rotera runt x-axeln:

_anmJH(

2

2m>

r X2 r
=2T[.f T2 —x2 1+mdx=-~=2nf rdx = - = 4nr?
=T =T

6.

a) Analysen Huvudsats berattar att

d X
=] rode=rco
Forklara med en skiss och egna ord vad uttrycket ovan i praktiken
berattar.
Losningstips:
Se kommentarer om Analysens Huvudsats fran foreldsning 4. Satsen

sager att marginalokningen av integralen f;f(t) dt med avseende pa

den hogra integrationsgransen x ar lika stor som funktionsvardet f(x).



b) Harled Insattningsformeln (fér berakning av bestdmda integraler)
ur Analysen Huvudsats.

Se anteckningar fran foreldsning 4 da huvudsatsen tillaimpades pa tva
intervall [a, x;] och [b, x,]. Insattningsformeln fick man genom att man
integrerar uttrycken och sedan subtrahera dem med varandra.

(3p)

Nedan finns delar av att riktningsfalt till en linjdr differentialekvation av
forsta ordningen med konstanta koefficienter. Nio av odndligt manga
l6sningskurvor ar skissade:

a) Ange utifran bilden ovan en tdnkbar partikuldrlésning till ekvationen och
motivera ditt svar.

Losningstips:

Denna typ av ekvationer har alltid 16sningar av typen y = y,, + ¥, med
funktionen y,, som en av odndligt manga lésningar av ekvationen och

funktionen yy ar en term av typen y, = Ce"*som loser motsvarande
homogena ekvation (med noll i hogerledet). Samma konstanter r for alla
losningskurvorna men olika konstanter C.



Som synes finns en rat linje i riktningsfaltet och darmed géller att
y=Ax+ B+ Ce™

Med C = 0 fas just denna l6sningskurva (den rata linjen) som har
ekvationen y = 2x — 2. Alltsa har ekvationen partikularlésningen

Yp =2x—2

b) Hitta pa en differentialekvation som har en allmén 16sning i 6verensstammelse
med bilden - motivera dit svar med bade resonemang och berdkningar utifran
riktningsfaltet.

Losningstips:

Viveteftera)atty = 2x — 2 4+ Ce™

Den stationira punkten (0, 0) for en av 16sningskurvorna ger med x = 0
och y = 0 att C = 2 for just denna l6sningskurva.

For samma losningskurva vetviatty' = 2 + Cre™ medx =0,y' =0
och C = 2 far man r = —1 som géller for alla I6sningskurvor.

Darmed far man den allmédnna l6sningen

y=2x—2+Ce™
med tillhérande derivata

y'=2-Ce™
Alla linjara differentialekvationer av forsta ordningen med lika
konstanta koefficienter - alltsd med lika antal y’ och y i vinsterledet
sdsom
y +y=2x

har hogerled som enbart bestar av ett forstagradspolynom (alltsa ingen
exponentialfunktion) vilket 6nskas.



