Studietips infor kommande
tentamen TEN1 inom kursen

TNIU23

Lamplig ordning pa sammanfattande studier inom denna kurs:

e Inled med att grundligt studera féreldsningsanteckningarna

e Darefter las tillhérande sidor i laroboken (se arbetsschemat) - sarskilt
definitioner, satser och betydelsen av alla fetstilta begrepp

e Los nu samtliga teorifragor (fran hemsidan) med svar som hamtas ur ldroboken
och forelasningsanteckningarna

e Nuir duredo for att studera tidigare kontrollskrivningar och tentamina sdsom
denna - alltsa efter att ovanstdende har bearbetats

o Komplettera nu med uppgifter fran arbetsschemat
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Tentamen inom Envariabelanalys II

Ordinarie hemtentamen for kurs given VT2020

Examination: Modul TEN1 inom utbildning TNIU23

Max: 21p betyg 3: 28 p

Bonus: 0-2 p grundad pa KTR1 skriven under aktuell lasperiod

Losningar:  Fullstindiga, tydliga forklaringar/berdkningar och tydligt angivna svar.
Hjalpmedel: Skrivdon, linjal, kurvmall, gradskiva, passare

Skrivtid: 2020-03-18, kl. 14:00-19:00

Inldmning:  Senast kl. 19:10 via LISAM, i kursrum fér TNIU23 2020



1. Los differentialekvationen och ange vilka av 16sningskurvorna som konvergerar
moty =0dax - o

yll + Zyl _ 3y — 6e—2x
(3p)

Losningstips:

Ekvationen l6ses genom y = yj, + y,,. Ansats y, = Ce™
ger karaktiristisk ekvation 2 + 2r — 3 = 0 som leder till
yn = Ce™3* + De*. Ansats y, = Ae™>* ger y, = —2¢2*
Man far den allmanna lésningen y = Ce™3* 4+ De* — 2¢~2%
varav enbart 16sningskurvorna y = Ce™3* — 2¢72%
konvergerar da x — oo.

2. Bestam den polynomfunktion

p(x) = A+ Bx + Cx? + Dx3

som sd bra som mojligt approximerar funktionen f(x) = In(1 + 2x) ien
omgivning till origo.
(2p)

Losningstips:
Insattning av x = 0 ger A = 0. Darefter upprepad "derivering
och insattning av x = 0” (tre varv) ger darefter B = 2, sedan

C = —2ochtill sistD = gsé attp(x) = 2x — 2x2 +§x3.

3. En kontinuerlig stokastisk variabel X har tathetsfunktionen

x+1 1<x<1
fx)=12"2 =*=
0 , Ovrigax

a) Visaatt fx(x) uppfyller kraven for att vara en tathetsfunktion - tva
egenskaper berors.

Losningstips:
Visa att fy(x) > 0 for alla x (vilket visas genom att man
l6ser olikheten g + % och tolkar resultatet korrekt) samt

att integralen 6ver hela definitionsmangden har vardet 1.

b) Bestdm tillhérande fordelningsfunktion med tillhérande
definitionsmangd.

Losningstips:
Primitiv funktion och anpassning av konstant enligt



definition for férdelningsfunktion ger

0 , x<-—1
2
F)=1=+2+- , —1<x<1.
1 , x>1

c) Forklara hur det kommer sig att medianen och vantevardet hos vissa
tathetsfunktioner antar lika varde, medan de hos tathetsfunktion i
denna uppgift antar olika varden.

Exempel pa godkiand forklaring:

Hos en symmetrisk fordelning sammanfaller alltid det
mellersta vardet (= median) och tyngdpunkten (vantevardet).
Hos en asymmetrisk fordelning forskjuts tyngdpunkten - fran
det mellersta vardet - till en punkt som ligger pa den sida dar
fordelningen ar mest utdragen.

Jamfor garna med vridmoment och tyngdpunkt inom mekanik!

(3p)

. Vdlj en valfri rat linje av typen y = kx + m, sa att ett begrdnsat omrade uppstar
mellan den rita linjen, x-axeln och y-axeln. Lat detta omrade rotera runt en
valfri axel, sa att en kon skapas.

a) Berdkna volymen av den erhallna konen med hjilp av en integral.

Losningstips:

Noteraattk # O ochm # 0

for att ett begransat omrade enligt texten skall uppsta.

Varje student har sin egen l6sning och med exempelvis
rotationsvolym runt x-axeln och den rata linjeny = —3x + 6
som skar axlarnai (2, 0) respektive (0, 6) far man

nfoz(—3x + 6)% dx = -+ = 247 volymenheter.

b) Berdkna mantelarean av den erhallna konen med hjilp av en integral.

Losningstips:

Varje student har sin egen ldsning och med exempelvis
rotationsyta runt y-axeln och den rata linjeny = —3x + 6
som skar axlarnai (2, 0) respektive (0, 6) far man

foz 2mxV1+ 32 dx = -+ = 4m\/10 areaenheter.

(4p)

a) Forklara med egna ord vad det ar som sker under en berakning med
nedanstaende mellanled. Hur sag uppgiften ut fran boérjan och vad ar
det man forsoker bestimma och med vilken taktik?



= ef®y 4 FOf(x)y = h(x)ef®

PN (eF(x)y)' = h(x)ef®

o efMWy= ] h(x)ef®dx

Exempel pa godkiand forklaring:
Den ursprungliga ekvationen - fore forlangning med

faktorn eF @)

- var den linjdra differentialekvationen
av forsta ordningen y’ + f(x)y = h(x).
Faktorn e”® kallas integrerande faktor och 4r smart
anpassad sa att man efter multiplikation med faktorn
(se rad tva) far en ekvation med ett vansterled som
ar derivata av en produkt. Pa sa far man plotsligt den
sokta funktionen y pa enbart en plats i ekvationen,
vilket underléttar en hel del. Integration i av bada ut
leden (se rad tre) gor sedan att man nu kan 16sa den
sokta funktionen y och man far till sist den allminna

l6sningen av y.

b) Los differentialekvationen

<
1

xy
med hjilp av en valfri metod.

Losningstips:
Separation av variablerna eller 16sning med hjalp av

x2

integrerande faktor ez ger bada den allminna

x2

16sningen y = Ce 2.
¢) Los samma differentialekvation med hjélp av en annan metod.

Losningstips:
Se ovan...



d) Skapa en virdetabell for berdkning av y' inom intervallen —2 < x < 2 och
—2 <y < 2. Skissa sedan tillhorande riktningsfélt och markera sérskilt den
partikuldrlosningen genom passerar punkten (1, 0).

Losningstips:
Vardetabell med 25 punkter ger féljande skiss med
bl.a. y, = 0 som passerar punkten (1,0).

(4p)



6. Hitta pa en valfri diskontinuerlig funktion enligt

w? , x20
f@={"y" , x<0
och visa med ett rakneexempel att Medelvardessatsen for integraler inte galler
for diskontinuerliga funktioner sdsom denna.

(2p)

Exempel pa godkiand forklaring:
Med exempelvis funktionen

6 , x=20
f(x):{z x <0

)

far man inom intervaller x € [—1, 1] en integral
1 0 1 : b 1
Jf()dx=[_2dx+ [ 6dx = bll,%l—f—12 dx+ [ 6dx..=8

Med medelvardessatsen far man pa samma intervall

1
L fedxe = fO(1 - (1) =2f(¢) =8

vilket kraver att hojden hos rektangeln med samma area
maste vara f(§) = 4.

Problemet ar att detta funktionsvarde saknas hos den
aktuella funktionen! Det finns alltsa inget x = ¢ (inom
aktuellt intervall) som ger det passande f(¢) = 4.
Darmed galler inte medelvardessatsen for integraler for
denna funktion. Detta problem kan enbart uppkomma om
funktionen ar diskontinuerlig pa det aktuella intervallet.




7. Bestdm den enda funktionen y(x) som uppfyller ekvationen

(&) - j (y(©)%dt = 1
2

Lésningstips
Eftersom att endast en funktion - alltsa en l6sningskurva i
riktningsfaltet - ar sékt, maste differentialekvationen ha ett (dolt)

villkor som maste uppfyllas. Villkoret bestims genom att lata x = 1
sa att integralen nollstalls:

2
(@) - f (y(©)’dt = y(2) —0 = 1
2

Alltsa maste y(x) passera punkten (2, 1).
Ledvis derivering av den ursprungliga ekvationen och Analysens
Huvudsats ger nu differentialekvationen

Y - (@) =0

forenklat skriven

4y
dx 7
Variablerna separeras
dy
— = 1dx
y

och ledvis integration ger

1 1
——=x+C & —=D-— = =
y * y * Y D —x

Kurvan genom punkten (2, 1) kraver att D = 3 och man far

Eftersom att funktionen har en tvadelad kurva med x # 3 och
kurvan passera x = 2 maste den sokta l6sningskurvan ligga till vinster
om x = 3 enligt

(3p)



