Studietips infor kommande
tentamen TEN1 inom kursen

TNIU23

Lamplig ordning pa sammanfattande studier inom denna kurs:

e Inled med att grundligt studera foreldsningsanteckningarna

e Darefter las tillhdrande sidor i laroboken (se arbetsschemat) - sarskilt
definitioner, satser och betydelsen av alla fetstilta begrepp

e LOs nu samtliga teorifragor (fran hemsidan) med svar som hamtas ur ldroboken
och forelasningsanteckningarna

e Nu ir du redo for att studera tidigare kontrollskrivningar och tentamina sdsom
denna - alltsa efter att ovanstdende har bearbetats

o Komplettera nu med uppgifter fran arbetsschemat
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Tentamen inom Envariabelanalys II
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Lat
y=y—-x

a) Los differentialekvationen pa valfritt satt.

Losningstips:

Ekvationen skrivs pa normalform enligt y’ — y = —x och med hjalp
av en integrerande faktor e* far man

d
ey —eFy=—xe™ & a(ye‘x) =—xe™*

som efter ledvis integration (partiell integration i hogerledet) ger den
allmanna lésningen

y=x+1+Ce*

b) Skissa tillhérande riktningsfalt for —2 < x < 2 och -1 <y <3 och
markera sarskilt den 16sningskurva som passerar punkten (1, 2).

Losningstips:

Man later x och y variera inom intervallen ovan och berdknar
kurvornas derivata (tangenters k-varden) ur

y'=y-—x



I exempelvis punkten (1, 2) fairman y’ = 2 — 1 = 1 vilket markers
med en liten tangent i punkten.

Med C = 0 far man 16sningskurvan y = x + 1 (réd i bilden) som
passerar punkten (1, 2) vilken dr den enda l6sningskurvan som ar
en rat linje.

.

3p
Lat
y" — 4y’ + 3y = 8e3*

a) Bestdm den allmanna l6sningen till differentialekvationen.

Losningstips:

Med hjilp av den karaktéristiska ekvationen 2 — 4r + 3 = 0 bestimmer
man motsvarande homogena ekvations losningar

yn = Cie* + Cye3*

Med ansats y, = ze3* och tillhérande derivator fir man efter insittning

z"+2z'=8
sd att
zZ'=4
och en partikularlosning
z=4x
duger med
yp = 4xe3*

sa att den allmdnna l6sningen blir

y = Cie* + C,e3* + 4xe3*



b) Bestdm den l6sningskurva som uppfyller de bada begynnelsevillkoren

y(0) =7 och y'(0) = 17.

Losningstips:

Insattning i den allmédnna l6sningen och tillhérande derivata ger

ekvationssystemet
{ Cl + CZ - 7 PN JEN {Cl - 4
Ci+3C,+4=17 C, =3

och den sokta losningskurvan blir
y = 4e* + 3e3% + 4xe3*

3p

Ett begransat omrade i férsta kvadranten innesluts av kurvan y = v9 — x?,
den rata linjen x = 2 och x-axeln.

a) Berdkna volymen av den kropp som uppkommer om omradet roterar
runt x-axeln.

Losningstips:

Det enda omradet som helt innesluts av de tre ndmnda och samtidigt
ligger i 1:a kvadranten identifieras...

| x=2

JERE R

N
/ \ﬁxz

0

...och integral stalls upp enligt skivmetoden:

3 3
8
V:T[fyde:T[f(g—xz)dxz...:_
2 2

b) Berdkna volymen av den kropp som uppkommer om omradet roterar
runt y-axeln.

Losningstips:

Samma omrade som i a) men skalmetoden ger nu:



2 u=9—x2

f—Zx 9 —x2dx = d_u:_zx
dx

3 "du = —2xdx"

5

=nf\/ﬂdu=--~=10m/§

3
V=2nfx 9—x2dx=m
2

3p

02 ,5<x<8
fx(x)={0.1 , 8<x <12
0 , ovrigax

a) Bestam fordelningsfunktionen till tathetsfunktionen.

Svar:
0 , x <5
02x—1 , 5<x<8
) =1 01x—02 , 8<x<12
1 , x> 12
b) Beridkna kvantilen x g pa valfritt satt
Losningstips — exempel pa en metod
Eftersom att
8
fO.Z dx=--=0.6
5

maste 80%-kvantilen ligga inom néasta intervall 8 < x < 12.

Integralen for ytterligare 20% stalls upp enligt

fO.ldx=-~-=0.2 & e b=10=x44
8 krav

c) Berdkna kvantilen x, g pa ett annat sitt.

Losningstips — exempel pa en annan metod:
Eftersom att
F(8) =0.6
maste 80%-kvantilen ligga inom néasta intervall 8 < x < 12.

Fe(x) =01x—02=08 o o x=10=xp4

krav



Fotnot:

Oavsett vilka metoder man viljer i b) och c) sa hittar man
motsvarande information hos tillhorande funktionskurvor:

Fy (x)
(@
fx x)
3p
a) Lat
f(x) =In(1+x)
och

g(x) =A+ Bx + Cx? + Dx3
Anpassa konstanterna A — D sa att f(x) och g(x) och deras derivator
blir sa lika som mdjligt i en omgivning av origo.
Losningstips:
Successiv derivering med insattning av x = 0 ger
A=0, B=1 C=—1 ochD=l
' ' 2 3
Sd att
x? x3
gx) =x— = + 3

b) Anpassa konstanten a sa att gransvardet

~ In(1+x)—cosx?+e*+ax
lim ——
x>0 sin x

existerar andligt och berakna gransvardet.



Losningstips:

~ In(1+4+x)—cosx?+e*+ax
lim —
x—-0 Sin x

= |Maclaurinutveckling t. 0. m. grad tre med restterm av grad fyral|

2 .3 2 3
(x—x—+x—>—1+(1+x+x—+x—>+ax+(r(x4)

23 2%
T x>0 x3 4+ o(x9)
x3 4
o 2x + ax + 5+ o(x?) | Krava = —2 fér
= a0 x3 + o(x9) ~ |andligt gransvérde
1
_stoel 1
= =lim=—x==

x>01 4 o (x6) 2

3p

LAt
8—2x , 0<x<2
f(x)_{Zx—4 L 2<x<4

och visa med ett exempel att Medelvdrdessatsen fér integraler inte far
anvandas ifall funktionen har en diskontinuitet pa det aktuella
intervallet.

Losningstips:
Integralen ff f(x)dx = -+ = 6 ger med hjalp av Medelvardessatsen
for integraler f () - 2 = 6 som kréaver att f(¢) = 3 men inom detta

intervall antar aldrig funktionen y = 3 - alltsa géller ej satsen for
denna funktion.

Fotnot:
Notera att om man véljer att integrera 6ver hela intervallet enligt

f04f(x) dx sa uppstar inte avsaknaden av passande f(§) ty

funktionsvardet f (&) = 4 finns da pa tva stéllen inom det aktuella
intervallet. Man tvingas darmed att vdlja ett sndvare intervall runt
diskontinuiteten i x = 2 for att ovanstaende avsaknad av passande
f (&) skall uppkomma.



b) Berdkna gransvardet:

li !
hl—r%hL

Losningstips:
Se slutet av beviset av Analysens huvudsats sid 286. Man utnyttjar
medelvardessatsen for integraler pa den kontinuerliga funktionen

fl) = et’, med ett & inom intervallet [x, x + h] och far

1 x+h , 1 , ,
lim — et"dt =lim—e® (x + h—x) =lime?f
h-0h x h-0h h-0

och tack vare att ¢ - x da h — 0 far man svaret (gransvardet) e*’
3p
Lat
1+ x)2 = Jylnx

och bestam alla 16sningskurvor som passerar punkten (1, 0).

Losningstips:
Man ser inledningsvis att x > 0 och y > 0. Som synes en ickelinjar
differentialekvation av forsta ordningen och loses dirmed genom

separation av variablerna till
1 In x

—dy = ———dx , y>0
NN C T Chaid

y = 0 (vilket ar tillatet fran borjan) maste kontrolleras for sig och
man finner en triviallésning y = 0.
Genom att integrera ledvis

T

f\/_dy f(1+ )zlnxdx

far man under partiell integration

2\/§=(—

lnx

f (1 +x)x

som efter partialbraksuppdelning kan skrivas enligt

2\/_ (——>lnx+f(%—1ix+>dx




s 2 y=(—1+x>lnx+lnx—ln(1+x)+6

1 X
s 2 = — | |
\/; nx+n1+x

+C
1+x

2

- _1l X Inx L
y_4(n1+x 1+x )

Insattning av punkten (1,0) ger C = In 2 sa att l16sningen blir

2
+1n2>

n1+x 1+ x

y=-|l

1 X In x
2

samt den tidigare ndmnda triviallésningen
y=0

som ocksa passerar punkten (1, 0).

3p



