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1. Bestdm den enda 16sningen till differentialekvationen
y" —y =9e?* — 3x?

som uppfyller begynnelsevillkoren y’(0) = 6 och y(0) = 15.

Lésningstips:

Den homogena ekvationen

y'—y=
l6ses och man far
yp = Ae* + Be™
Dadrmed fungerar ansatsen
yp = Ce** + Dx* + Ex+F

med tillhorande andraderivata

yy =4Ce** +2D



och inséttning av y, och y, i ekvationen ger partikuldrldsningen
Yp =3e** +3x* + 6
Den allmanna l6sningen blir ddrmed
y = Ae* + Be™ +3e?* +3x2 + 6
med derivatan
y' = Ae* — Be ™ + 6e?* + 6x
Insattning av villkoren ger

A+B+3+6=15 A=3
{A—B+6=6 (:){B=3

sa att den sokta l6sningen blir
y=3e*+3e™* +3e?* +3x2 +6

3p

Lat fy(x) vara tathetsfunktionen

0, x<0
1

fx(x) = T 0<x<5
0, x=5

a) Visa att vintevardet och medianen sammanfaller fér denna funktion.

Losningstips:
Medianen x, 5 fas genom anpassning av b enligt.

krav for
median

f "1 [x]b b 03 b=25
— = |— = — = = =
R ] I ’
Vantevardet u fas genom

x2> 25
2,5
0

o) 5x
8 f_mxf"(x) . fos * [10 10

Darmed galler att medianen = xy5 = 2,5 = u = vanteardet.

b) Namn tre egenskaper hos en fordelningsfunktion.



Losningstips:
Tre valfria egenskaper viljs utifran foéljande definition:

"En fordelningsfunktion Fy(x) ar den primitiva funktionen till
tathetsfunktion fy(x), sddan att foljande fyra egenskaper ar uppfyllda”:
e Ilim Fy(x)=0
X—>—00
e IlimFy(x)=1

X—00

e Fy(x) arviaxande

e Fy(x) ar atminstone hogerkontinuerlig

c) Skissa tathetsfunktionen fx (x) och tillhorande fordelningsfunktion Fy(x) i

samma koordinatsystem.

Svar:
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3p
Berdkna volymen av den rotationskropp som uppkommer da det begransade

omradet mellan y = v/x och y = x roterar...
a) ..ettvarvruntx -axeln.

b) ...ettvarvrunty -axeln.



Losningstips:

Omradet identifieras och skdrningspunkterna ar origo och (1, 1). Skisser

av rotationskropparna kan nu skapas:

05 - - - - - 05!

[ uppgift a) ger exempelvis skivmetoden ger runt x-axeln
1 5 1 T
V =Vyere — Vinre = f m(vx) dx —f mxldx = - = - volymenheter
0 0
"agghalva” kon

[ uppgift b) ger exempelvis skalmetoden (= rormetoden) runt y-axeln

1 2
s
V= f 2nx (Vx —x)dx = -+ = — volymenheter
0 om— "o — 15
K hojden
rets .
tak minus
golv

3p
Om integraler

a) Forklara med egna ord och tydlig figur vad medelvdrdessatsen fér
integraler berattar.
Losningstips:
Se sats 6.5 i laroboken.
Satsen anger att for en kontinuerlig funktion f(x) pa ett kompakt intervall

X € [a, b] galler att en bestamd integral

b

ff(x) dx

a



har samma varde som produkten av funktionsvdrde “medelvdrde” pd det
aktuella intervallet kallat f (¢) och intervallets bredd (b — a). Detta "lagom
hoga” funktionsvarde f () aterfinns i minst en punkt x = ¢ inom det

aktuella intervallet. Alltsa

b
[r@ar= r©e-a

b) Visaatt

3
ZSJZX/3de7
0

Losningstips:

Funktionen f(x) = 2* ar strangt vaxande vilket gor att funktionens storsta
varde pa aktuellt intervall ar f,,., = f(3) = 2 och funktionens minsta

varde ar f,i, = f(0) = 1.

Darmed galler (med integrationsgranserna a = 0 och b = 3) att
3
sz/3 dx < fpax(b—a) =23/3-3 =6
0
vilket ar en enkel 6versumma. Vidare galler
3
sz/3 dx > fpin(b—a) =2°3.3=3
0

vilket 4r en enkel undersumma. Oversumman och undersumman stinger

per definition in integralens varde:
3
3< J 2*3dx <6
0
Och darmed uppfylls olikheten

2 23 dx < 7

IA
o .,

med god marginal.

3p



Lat
y =sinx
a) Bestdm tillhdrande Taylor-polynom av grad 2 i en omgivning av x = g
Losningstips:

Taylors formel ger i en omgivning till x = %

=

sinx = (sin—
2

b) Skissa kurvan
y =sinx
tillsammans med kurvan for tillhérande Taylor-polynom av grad 2, i en

. . Y
omgivning av x = —.

Svar:

c) Berdkna gransvardet

Losningstips:

Taylor-polynomet kommer nu till nytta:



1—sinx
lim __|Taylors| _ i

- (x B E)Z - lformel |~ 7 (x B E)Z
2 2

Lat
y' =\ly

a) Los differentialekvationen

Losningstips:
Inledningsvis ser man trivilallésningen
y=0
Sedan l6ser man ekvationen for y # 0:
Differentialekvationen ar separabel och variablerna separeras enligt:

dy

vy

Bada leden integreras och man far den allménna l6sningen

dx

2\Jy=x+¢C
Varken y eller \/; ar negativa (osynligt plus fore rottecknet) sa
vansterledet och hogerledet ar icke negativa sa att
x+C=>20 © x> —C

Loser man ut y far man svaret:

x + C)?

Samt triviallosningen
y=0

b) Skissa tillhorande riktningsfilti 1:a och 2:a kvadranten néra origo.

3p



Losningstips:
Y =\ly

Som synes paverkas derivatan y’ enbart av \/; och inte av x. En
vardetabell med utvalda y-varden mellan exempelvis 0 och 4 ger derivator

y’ mellan 0 och 2 och riktningsfaltet for foljande utseende:
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Riktningsfaltet ovan ar en samlad bild av alla lI6sningar (l16sningskurvor)

x + C)?

for olika varden pa C, samt trivialldsningen
y=0
3p
Ange den enda funktionen som uppfyller integralekvationen

y(x) =x%+ ny(t)dt
0

Tips: Derivera ledvis och 16s differentialekvationen som uppstar.
Losningstips:

Ledvis derivering med avseende pa x ger:
d X
"(x) =2x +— t)dt
v =2+ [

Analysens huvudsats ger nu en forsta ordningens differentialekvation

y'(x) —y(x) = 2x
som kan l6sas med hjilp av integrerande faktor e ™ enligt:

X X

y'(x)e™ —y(x)e™ = 2xe~



d
= a(y(x)e"‘) =2xe”*
Bada leden integreras (partiell integration i hogerledet) och man far:

y(x)e™ = J 2xe ™ dx

& yx)e ™ =-2xe™*+ J 2e % dx

o yx)e ™ =-2xe*-2e*+C
& yx)=Ce*—2x—-2

Den ursprungliga ekvationen har ett begynnelsevillkor som gor att € kan
bestdmmas. Villkoret fas genom att man sétter in x = 0 i den
ursprungliga ekvationen och nollstéller integralen i hogerledet sa att ett
villkor framtrader:

0
y(0) = 0? +J y@)dt < y(0)=0
0

Darmed ar den enda l6sningen av ekvationen

y(x) = 2e* —2x -2

3p



