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1. Lat
y+y=x

a) Los differentialekvationen med hjalp av integrerande faktor.

Lésningstips:
Med integrerande faktor e* far man
e*y' +e*y =e*x
och vansterledet kan nu skrivas som derivatan av en produkt enligt
(e"y) = e*x
och efter ledvis integration (partiell integration i hogerledet) far man
efy=e*x—e*+C
sa att den allmdnna 16sningen blir

y=x—1+Ce™



b) Los differentialekvationen med hjalp av y;, och y,,.

Lésningstips:

Den homogena ekvationen

y'+y=0
Leder med ansatsen y, = Ce"™ till den karaktdristiska ekvationen med
roten r = —1 som ger den homogena ekvationens losning
yp=Ce™
Ansatsen
Yp =Ax +B
yp =4
ger ekvationssystem med ldsningen
{ A=1
B=-1
sd att
Yp=x—1

och den allmanna lésningen blir

y=x—1+Ce™

Skissa ett riktningsfalt till differentialekvationen inom 0 < x < 4 och

—1 < y < 3 och markera den 16sningskurva som bildar en rit linje.

Lésningstips:
Ekvationen skrivs pa formen y’ = x — y och derivatan beraknas i
utvalda punkter for att sedan askadliggéras med hjilp av korta

tangenter till de sokta l6sningskurvorna.

x y y=x—-y
0 —1 1

0 0 0

0 1 —1

0 2 -2

0 3 -3

1 —1 2

0.S.V. 0.S.V. 0.S.V.



Korta tangenter skissas och man anar lésningskurvor - sarskilt y = 2
syns tydligt da den ar en rit linje som ovriga l6sningskurvor ndrmar sig

dax » o

3p

y" —3y" + 2y =6e3* + 10cosx

a) Los differentialekvationen

Lésningstips:
Den homogena ekvationen

y'=3y'"+2y=0
loses, t.ex. med ansatsen y, = Ce"™ som leder till den karaktaristiska
ekvationen med rotterna r = 1 och r = 2 som ger den homogena
ekvationens l6sning

y, = Ae* + Be?*
Ansatsen
yp = Ce3* + Dsinx + E cosx

duger for att finna en 16sning pa ekvationen. Insattning av y,, med

tillhérande y," och y," i ekvationen ger ekvationssystemet

2C=6
D+3E=0
—-3D+E =10

som ger l6sningen
yp = 3e3* —3sinx + cosx
sa att den allmdnna 16sningen blir

y = 3e3¥ —3sinx + cosx + Ae* + Be?*



b) Bestdm den 16sning till differentialekvationen som uppfyller

begynnelsevillkoren y(0) = 1 och y'(0) = 1.

Lésningstips:
y = 3e3¥ —3sinx + cosx + Ae* + Be?*
med tillhérande derivata
y' =9e3* —3cosx —sinx + Ae* + 2Be?*

ger med villkoren ger ekvationssystemet

{4+A+B:1
6+A+2B=1
med losningen
{A:—l
B=-2

sa att den sokta l6sningskurvan i riktningsfaltet ar
y = 3e3¥ —3sinx + cosx — e* — 2e?*

3p

X
2—— , 2Z5<xZ<4
fx(x) = 2
, Ovrigax
vara en tathetsfunktion for den stokastiska variabeln X.

a) Bestdm den tillhérande fordelningsfunktionen.

Lésningstips:

Fordelningsfunktionen till var tithetsfunktion ar den primitiva funktion

2
Fx(x) = 2x — XT + C som uppfyller kraven

Fx(2)=0
och
Fx(4) =1
v krdver att C = —3 sd att
0 , x <2

XZ
Fy(x) = 2x—7—3, 2<x<4

1, x>4
b) Berdkna den 6vre kvartilen.
Lésningstips:

2

X
FX(x)ZZx—Z—3=Z S & Xg75 =3



c) Rita kurvor for tathetsfunktionen och férdelningsfunktionen i ett
gemensamt koordinatsystem.

Svar:

N

3p
4. Berakna foljande gransvarden:
a)
lim 1 — cos x?
x~0 (2% — 1) sinx3
Lésningstips:

Maclaurin-utveckling ger

. 1 — cosx?
im _
x-0 (e2¥ — 1) sin x3

1- (1 —%4+ 0(x8)>
o (1 +2x + 47"2 +0(x3) — 1) (x3 = 0(x?)

x* 8 1 4

+ 0(x?®) s+0(x*) 1

= lim =2 = lim 2 =—
x=02x*+0(x%) x-02+0(x) 4

Aven standardgrinsvirden ger en smidig 16sning...

= lim

b)
x+7 sint
lim J (3 + )dt
X2® Jxts t
Lésningstips:
Medelvardessatsen
X+7 . for integraler med
. sint
lim (3+—>dt= X+5<E<x+7
x-0 ) e t

ty kontinuerlig pa
kompakt internall



begr

=§Lr§o 3+¥ (@+7)—(a+5)=3-2=6

3p
5. Visaatt

4
43 < J 1.2%/2dx < 5.3
0

Lésningstips:
Funktionen ar strangt vaxande.
Overtrappa med tvd delintervall ger summan
f2)-2-0+f4)-(4—-2)+12'-2+12%2-2=24+2.88=5.28
Undertrappa med tvd delintervall ger summan
fO)-2-0)+f2) - (4—-2)+12°-2+121-2=2+24=44
Darmed galler att

4

4.3 < 4.4 = undersumman < f 1.2%/2dx < 6versumman = 5.28 < 5.3
0

och integralens mojliga varde ligger iannafor det angivna intervallet.

3p

6. Ettklot har volymen
4mr3
E
a) Visa detta med hjalp av en integral som beskriver en rotationskropp

enligt skivmetoden runt x-axeln.

Lésningstips:

Det begransade omradet mellan y = Vr? — x? och x-axeln roterar runt

x-axeln.

En skiva:

dV = my?dx = n( r2 — x2)2 dx

Hela rotationskroppen:

T 2 r
V=nf ( rz—xz) dx=nf (r? —x?) dx
-r -r

5 x31" 4713
= réx — — = .. =
" 3 3

-r







b) Visa detta med hjilp av en integral som beskriver en rotationskropp

enligt rormetoden runt y-axeln.

Lésningstips:
Det begrinsade omradet mellan y = Vr2 — x2 och x-axeln roterar runt
y-axeln och bildar det 6vre halvklotet.
Ett ror:
dV = 2nx y dx = 2mx+\r? — x? dx

Halva (6vre) rotationskroppen:

T T
V=2nfx rz—xzdx=—7rf VT2 —x2 (—2x) dx
0 0

u=r?—x? 31"
du 0 r2 uz
P =—nf \/ﬂdu=nf Vi du = |2
d.x rz 0 E
"du = —2x dx" 2 1y

T'Z
B 2uvu B _2nr3
] 3 . -3

Hela (6vre) rotationskroppen:

_ Anr®
3
3p
Bestam den enda losningen till differentialekvationen
3(1+x2)y" —6xy = (1 +x?)?3 arctanx
som uppfyller y(0) = 1.
Ledning
Detta dr uppgift 8.13 i dvningshiftet. Ekvationen skrivs pa normalform.
y' — i V= (14 x?)arctanx
Ekvationen forenklas sedan med hjalp av den integrerande faktor L_och

1+x2

man far

!

b% 2x -
1+ x2 (1+x2)2y_

och viénsterledet (som vanligt med hjélp av integrerande faktor) dr nu derivatan

arctan x

av en produkt enligt



d 1
dx (my) - arctanx

Integration av bada leden (partiell integration med en etta i hogerledet) ger

1
_ 2
1.2 —xarctanx—zln(1+x )+ C

1
S y=(1+x?) (x arctan x — Eln(l +x2) + 1)

och med hénsyn till villkoret y(0) = 1 far man C = 1 sa att

1
y=(1+x?) (x arctan x — Eln(l +x2) + 1)

3p



