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1. Bestdm den enda 16sningen till differentialekvationen
y" +y' = 24e3 + 12x

som uppfyller begynnelsevillkoren y'(0) = y(0) = 0.

Lésningstips:

Den homogena ekvationen

l6ses och man far
Yp=Ae ™ +B
Dadrmed fungerar ansatsen
yp = Ce3* + Dx? + Ex
med tillhérande derivator

yp =3Ce3* +2Dx + E



yy =9Ce3* +2D
och insédttning av y, och y,’ i ekvationen ger
9Ce3* + 2D + 3Ce3* + 2Dx + E = 24e3* + 12x
12Ce3* + 2Dx + 2D + E = 24e3* + 12x

sa att

och
yp = 2e3* + 6x* —12x +F
Den allmanna l6sningen blir ddrmed
y=Ae ™™+ B+ 2e3* + 6x? — 12x
med derivatan
y'=—Ae ™ + 6e3* + 12x — 12
Insattning av villkoren ger

{—AA++B6+—212:£ 0 < {fl :B—6= e {B - 26

sa att den sokta losningen blir

y=—6e™* +4+2e3* +6x?—12x

3p



2. Lat fy(x) vara tathetsfunktionen

0 , x <4
X
fx(x) = 1—5 , 4<x<8
0 , x>8

a) Berdkna vantevardet for denna funktion.

Losningstips:

Vantevardet u fas genom

,uzf_wxfx(x)dx— (x——)dx—[———s
BB

b) Bestdm fordelningsfunktion.

Losningstips:

Den primitiva funktionen med anpassad konstant ger

fordelningsfunktionen:

0 , x < 4
xZ
Fy(x) = x—1z—3 , 4<x<8
1 , x>8

c) Skissa tathetsfunktionen fx (x) och tillhorande fordelningsfunktion Fy(x) i
samma koordinatsystem.

Svar:



I

—2

3p
Berdkna volymen av den rotationskropp som uppkommer da det begransade

omrédet mellan kurvan y = x2 och linjen y = x roterar...
a) ..ettvarvruntx -axeln.

b) ...ettvarvrunty -axeln.

Losningstips:

Omradet identifieras och skdrningspunkterna ar origo och (1, 1). Skisser

av rotationskropparna kan nu skapas.

[ uppgift a) ger exempelvis skivmetoden ger runt x-axeln
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[ uppgift b) ger exempelvis skalmetoden (= rormetoden) runt y-axeln

1
B 5 x3  x* T
V= 2nx (x —x*)dx =+ =2n|—=———| =-+=— volymenheter
0 om= Tha 3 4 6
6jden 0
krets tak minus
golv
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4.

Integralen

T
f sinx dx
0

skall erséttas med en motsvarande produkt f( £)(b — a) enligt

Medelvardessatsen for integraler.

a) Berdkna vardeté¢.

Losning:

Integralen l6ses:

fsinx dx =-+=—cosmt—(—cos0) =—(—-1)—(-1) =2
0

Satsen anvands:

T
fsinx dx =
0

Enligt
medelviardessatsen
for integraler

=f(HB—-a)

2
=siné =2 & siné=-—
T
Inom aktuellt intervall finns tva virden pa ¢:
2
& = arcsin— (= 0,69 radianer)
T
eller

2
& =m —arcsin— (= 2,45 radianer)
T



b) Beskriv detta med en forklarande skiss.

Svar:

o
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n Enligt
J sinx dx = rod yta = |medelvardessatsen| = bla yta = f(¢)(mr — 0)
0 for integraler

3p

Serieutveckling

a) Berdkna griansvardet

i 1 — cos x?
im :
x-0 (1 — e3%) sinx3

Losningstips:
Maclaurin-utveckling ger

i 1 — cos x?
im _
x-0 (1 — e3%) sin x3

4
1- <1 -5+ 0(x8)>
= lim

o (1 - <1 +3x + 97"2 + 0(x3)>> (x3 —0(x?)

x* 1

S5+ 0(x®) 5+ 0(x*) 1
=lim—2—— = lm2— ==
x-0=3x* + 0(x%) x-0-3+0(x) 6




b) Skissa kurvan
Y = coSx

tillsammans med kurvan for tillhérande Taylor-polynom av grad 1, i en

. - Y
omgivning av x = .
Losningstips:

Taylors formel ger i en omgivning till x = %

m\0 m\1
cosx = cosg-@—sinz-@+

0! 2 1!
=0

Y. U S

sa att Taylor-polynom av grad 1 fér y = sinx, i en omgivning av x = gér

T

Q oo N
Q y=" —x /\\

INIE]

3p



Lat
y +y=0

a) Los differentialekvationen

Losningstips:
Inledningsvis ser man trivilallésningen
y=0

Sedan l6ser man ekvationen for y # 0:

Differentialekvationen ar separabel och variablerna separeras enligt:

dy_

y

Bada leden integreras och man far den allmédnna lésningen

2\/y=C—x

Vansterledet och hogerledet ar icke negativa sa att

—dx

C—x>20 © x<C
Loser man ut y far man svaret:

C —x)?

Samt triviallésningen

y=0



b) Skissa tillhorande riktningsfalti 1:a och 2:a kvadranten néra origo.

Losningstips:

Som synes paverkas derivatan y’ enbart av —,/y och inte av x. En

vardetabell med utvalda y-varden mellan exempelvis 0 och 4 ger derivator

y’ mellan 0 och -2 och riktningsfaltet for f6ljande utseende:

Riktningsfaltet ovan ar en samlad bild av alla lI6sningar (l16sningskurvor)

C — 2
=% , xS

(c-x)?

for olika viarden pa C - alltsa vansterhalva pa varje kurvay = .

Samt triviallosningen

3p



Lat
S(x) = f £(t) dt

a) Berikna S’(x) med hjilp av bland annat medelvirdessatsen for
integraler.
Losningstips:

Se beviset for Analysens huvudsats, bl.a. i laroboken pa sid 286.

b) Forklara med hjalp av egna ord och en tydlig figur vad
S'(x) motsvarar.

Losningstips:

S'(x) anger hur snabbt integralen S(x) viaxer da man justerar den hogra
integrationsgransen x i positiv riktning. Skissen bor innehalla en kurva,
integrationsgranserna a och x samt den skuggade integralen S(x). I
uppgift a) far man fram att "marginaltillvaxten” S’ (x) ar lika hog som
funktionsvardet f (x) i just integrationsgransen x vilket bor anges i
figuren.

3p



