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1. Bestdm den allmanna l6sningen till differentialekvationen
y" —=5y"+ 6y =10cosx

Lésningstips:
Den homogena ekvationen

y'=5y"+6y=0
16ses, t.ex. med ansatsen y, = Ce’™ som leder till den karaktaristiska
ekvationen med rotterna r = 3 och r = 2 som ger den homogena
ekvationens l6sning

yp = Ae3* + Be?*
Ansatsen

Yp = Csinx + D cosx

yp = Ccosx — Dsinx

—Csinx — D cosx

11
Yp

6C sinx + 6D cos x

6Yp
—5y, = =5C cos x + 5D sinx



a)

Yp = —Csinx — D cosx

duger for att finna en 16sning pa ekvationen. Inséttning av y,, med

tillhérande y," och y," i ekvationen ger ekvationssystemet

{ 5C+5D =0
—5C +5D =10
med losningen
{C =-1
D=1
Yp = —sinx + cosx

sa att den allmdnna 16sningen blir

y = —sinx + cosx + Ae3* + Be?*

3p

0o , x<2
02 ,2<x<5

KO =901  s5<x<9
0 ,x>9

vara en tathetsfunktion for den stokastiska variabeln X.

Bestdm den tillhérande férdelningsfunktionen.

Lésningstips:
Fordelningsfunktionen till var tithetsfunktion ar den primitiva funktion

som uppfyller kraven

Fx(2) =0
och
Fx(9) =1
Alltsa
0 , x <2

Fy(x) = 02x—04 , 2<x<5
X2 701x+01 , 5<x<9
1 , x>9

Rita kurvor for tathetsfunktionen och férdelningsfunktionen i ett
gemensamt koordinatsystem.

Svar:



ot
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b) Berdkna den 6vre kvartilen.

Lésningstips:

Eftersom att
Fx(5) = 0.6

sa maste den 6vre kvartilen finnas inom intervallet 5 < x < 9 sd att
0.1x + 0.1 = 0.75

Xo5 = 6.5
3. Maclaurinutveckling
a) Berdkna gransvardet

1 — cos x3

i
20 (e3* — 1) sinx>

Lésningstips:

Maclaurin-utveckling ger

1 — cos x3

lim
x-0 (e3* — 1) sin x>

1- (1 - "76 + 0(x12)>

3 lim
x=0 (14 3x + 0(x2) — 1)(x5 — 0(x19))
6
Yrown) 240G 1

=i =1 S
0 3x + 0(x7) 0 3+40(x) 6

Aven standardgrinsvirden ger en smidig 16sning...

b) Vad ar vad (A-D) i foljande figur? For full poang kravs ekvationer och

kommentarer. Ledtrad Maclaurin...



N

Svar:
A = funktionskurvan y = e*
B = tillhdrande Maclaurin-kurva av grad 0, alltsd y = 1

C = tillhérande Maclaurin-kurva av grad 1, alltsdy = 1 + x
2
D = tillhérande Maclaurin-kurva av grad 2, alltsdy = 1 + x + x?

Visa med hjalp av 6ver- och undersumma att:

2

13<j L2
10 1+22% 710

-2

Losning:
Funktionskurvan skissa med hjdlp av vardetabell och dr en uppenbart jamn
funktion da positiva och negativa x-virden ger samma funktionsvarden.
Over- och undersumma med ett delintervall x € [—2, 2] ger tyvérr resultatet
2
8—14<f ! d<14—40
10 5 T )1+ T 10
-2

och den olikheten uppfyller inte kravet. Fler delintervall behovs...




Undersumma med fyra delintervall (tva per sida och symmetri):

1.5

vilket duger.

Oversumma med sex delintervall med olika bredd (tre per sida och

symmetri):

vilket ocksa duger

Alltsa giller att

vilket uppfyller kravet
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5. Differentialekvationer av forsta ordningen
a) Los differentialekvationen
y' 4 2xy = 6x

med hjalp av integrerande faktor.

Lésningstips:
Med integrerande faktor e** fir man
e’y + e’ 2xy =e*6x
och vansterledet kan nu skrivas som derivatan av en produkt enligt
(exzy)’ = " 6x
och efter ledvis integration (partiell integration i hogerledet) far man

exzy = 3fex22xdx

Integralen 16ses med variabelskifte u = e** och man fir
exzy =3e*’ 4+ (C

sa att den allmdnna 16sningen blir

C)y=3+e?

b) Los differentialekvationen
_3y-—-1
X

!

y

genom att separera variablerna.

Lésningstips:

Variablerna separeras:

dy 3y-1
dx~ x
1 1 1
3y_ldy=;dx , y¢§ , x#0

Man tvingas valja bort l6sningskurvan y = § tillfalligt p.g.a. separationen

och vi aterkommer till den kurvan i slutet...

1f 3 d—fld
33y -1 7 /¥

Man integrerar ledvis:




= %lnlSy —1|=In|x|+ A4
och loser ut y:

< In|3y — 1|% —In|x| = +4A

< In|3y — 1|% —In|x| = +4

1
3y — 1|3
PR At

A
|x|

1
3y —1[3
S By .
|x|

1
3y — 1|3
@—

=B, B>0
|x|

< |3y — 1|% = B|x]|
& |3y — 1| = B3|x3|
©3y—-1=Cx*, C£0
e3y=Ccx3+1

Cx3+1 5, 1
Sy = Sy =Dx +§, D=+#0

. 1 . . .
Alternativet y = 3 som valdes bort vid separationen av variablerna

kontrolleras nu och ar OK enligt den ursprungliga ekvationen vilket gér

att D € R och den allmanna l6sningen blir

5, 1
Sy =Dx +§

3p



6. Visa med hjalp av cirkelns ekvation
X% +y% =12
och en rotationsyta att klotets area

A = 4Anr?

Lésningstips:
Cirkelns ekvation

x2+y% =12
ger den 6ver- och underfunktionerna

y=+ [¥2 — x2 = +(r? — x2)1/2

Overfunktionen har derivatan
1 —X
P D (2 2\-1/2(_ —
Y =g () A2 = e

Med hjalp av 6verfunktionen skapas delstrackor langs kurvan enligt

2

o= @ (2] +(2))wor

dx dx

- - - X2 - r2 — x2 x2
=41+ ()?dx = 1+r2—x2dx_ rz—x2+r2—x2 dx

4 A
N T'Z — XZ = 7'2 — xz *
Rotationsytan byggs upp av stdende band runt y-axeln, med arean

T
dA = Omkrets - bredd = 2ny ds = 2m\1r? — x2 ——— dx = 2nr dx
Y VrZ — x2

Banden summeras sa att hela ytans area berdknas

T T
A= onr dx = 2mr f 1dx = 2nr[x]", = 2rr(r — (-7)) = 4nr?
=T -r

3p



7. Medelvardessatsen for integraler

Vilket varde x = & ger likhet for integralen
1

] arcsin x dx
0

enligt Medelvardessatsen for integraler?
Lésningstips:
Enligt Medelvdrdessatsen for inteegraler gdller fér denna kontinuerliga

och deriverbara funktion att

1
f arcsinx dx f(§)(b — a)
0
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Integralen i vansterledet berdknas:

1 1
farcsinxdx=f1-arcsinxdx= . Partle%l
integration
0 0
1
pearcsinxlf — [ x-———d
= [xarcsinx]yg — | x - ——dx
’ J V1 —x2
1
iy ) ]1+1J' —2x d
= [x arcsin x]; 2 e X
0
1 , u=1-x?
—2x
=—-—0+ x = d_u__zx =



0
171 T 1 0o T T
—0+= | —dx=c+=[2vud] =c+0-1==—1
+2J\/ax y talavul =5+ 2
1

NI

Sa att arcsin € och sedan ¢ kan l6sas ut

&b —a) = arcsiné (1 - 0) :g_ 1

I
& arcsin & =5~ 1

(=>f=sin(g—1)

Vilket ger full poang.
Om man onskar forenkla svaret far man
- spegling
& =sin (E - 1) =| iforsta |=cos1l = cos57° = 0.54
kvadranten




