Studietips infor kommande
tentamen TEN1 inom kursen

TNIU23

Lamplig ordning pa sammanfattande studier inom denna kurs:

e Inled med att grundligt studera féreldsningsanteckningarna

e Darefter las tillhdrande sidor i laroboken (se arbetsschemat) - sarskilt
definitioner, satser och betydelsen av alla fetstilta begrepp

e Los nu samtliga teorifragor (fran hemsidan) med svar som hamtas ur ldroboken
och forelasningsanteckningarna

e Nuir duredo for att studera tidigare kontrollskrivningar och tentamina sdsom
denna - alltsa efter att ovanstdende har bearbetats

o Komplettera till sist med uppgifter fran arbetsschemat
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Tentamen inom Envariabelanalys 2

Kompletterande tentamen for kursen VT2026

Institution: ITN

Utbildningskod: TNIU23

Modul: TEN 1

Betyg: Max: 21 p betyg5:216p betyg4:=212p betyg3:28p

Bonus: 0-2 p grundad pa KTR1

Losningar: Fullstindiga med tydliga forklaringar/berdkningar och tydligt angivna svar
Hjalpmedel: Skrivdon, linjal, kurvmall, passare

Skrivtid: 2026-06-10 klockan 14:00-19:00

Niva: Uppgifterna 1-3 testar enbart firdigheter for betyg 3 medan uppgifterna 4-7

aven testar fardigheter for betyg 4 och 5.

a) Los differentialekvationen

Losningstips:

Losning exempelvis med hjalp av integrerande faktor ger den allmdnna
l6sningen

C
y=x—1+e—x

b) Skissa tillhdrande riktningsfaltinom -1 < x <3o0ch-1<y < 3.

Losningstips:

Virdetabell med x, y och y' inom angivna intervall ger foljande falt med
en ratlinjig 16sningskurva y = x — 1 vilka 6vriga 16sningskurvor narmar
sigda x — oo:
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2. Berdkna med hjilp av en integral volymen av den rotationskropp som

3p

uppkommer da det begriansade omrddet mellan kurvan y = vr2 — x2 och

x-axeln roterar ett varv runt x-axeln.

Lésningstips:

Funktionens definitionsmangd Dy = [—7,7] och en skiss for

rotationskroppen skapas:

[

Volymen berdaknas med skivmetoden enligt

" " 4mr3
V=f T[yzdx=1'[ (rz—xz)dxz...z 3

=T -r

vilket stimmer med volymen av en sfar med radien r.

volymenheter

3p



3
fx(x) = x 2

0 Ovriga x

for2<x<3

a) Bestam tillhdrande férdelningsfunktion.
Lésningstips:

For fordelningsfunktioner galler enligt sats att de ar vdxande samt att
F(2)=0

och
F3)=1

I detta fall galler att da x € [2,3] ar

P =2 -F ¢
Y=

C anpassas sa att

2

2¢ 3-2
F(Z):?—T+C: |krav|:0

32 3-3
F(2Q)=————+C = |krav| =1

2 2
Diarmed inses att C = 1 sd att
0 , x <2
x? 3x
FX(x)Z ?—74‘1 ) for2<x<3
1 , x>3

b) Rita kurvor for tathetsfunktionen och fordelningsfunktionen i samma

koordinatsystem.
Svar:
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4.

c) Berdkna medianen.
Losningstips:

Definitionen av medianen x, 5 ger i detta fall

fb()d _J‘b( 3>d_x2 3xb_ _ Ik |_1
fox—ZJCZX—2 22— —rav—2
vilket ger ekvationen

b? 3b_|_1_0

2 2 2

©b?-3b+1=0

Som kvadratkompletteras

s (b 3 +1=0
( 2) B

s (b 32—5
( 2)‘4

(:)b—3+ >
27 |4

varav den ena roten

3 5

Xos5 =5+
05727 2
ar rimlig och finns inom ratt intervall.

Man kan aven satta

1
Fy(x) = E

och fi samma svar

Xos ==+ — ~ 2,62

N1 W
S| G

Maclaurin-polynom

a) Ienomgivning till x = 0, skissa kurvan till y = f(x) = sin x samt
kurvor till motsvarande Maclaurin-polynom av grad 0, grad 1 och
grad 3 i ett gemensamt koordinatsystem.

Losningstips:

3p



Kurvor tillhérande Maclaurinpolynomen py(x) = 0, p;(x) = x och
p3(x) =x— x?i samt funktionen f(x) = sin x skissas med hjalp av

vardetabeller och man ser att p;(x) béttre approximerar y = sin x dn
vad py(x) och p;(x) gor, i en omgivning till x = 0:

2.5

A pi(x) = x

fx) =sinx

0.5

po(x) =0

-05

3
() =x-2

b) Bestdm A sa att gransvardet
. A—cosx
lim BT
x-0 sinx

blir andligt och berakna gransvardet.

Losningstips:

Maclaurinutveckling ger

a-(1-% 4 oh
A — cosx 2
lim = lim

x-0 sinx?2 X0 x2 4+ 0(x®)

For att gransvarde skall existera dndligt (da x — 0) krévs att tiljaren
har lika hog eller hogre grad an ndmnaren. I detta falla kravsatt A = 1
for att gransvardet skall existera andligt.

2
X 4 _
1_<1_7+0(’C )> ! 21+%+0(x2)

lim = lim &

X0 x% 4+ 0(x%) x-0 1+ 0(x*%)
1 2
T 0H%) 1
=lim&—— ==

x>014+0(x%) 2



5. Los differentialekvationen

yn _ Syl + 6y — 482x

Losningstips:
Inledningsvis l6ser man den homogena ekvationen
y" =5y +6y=0

med hjalp av dess karaktaristiska ekvation

r2—5r+6=0

som har lésningarna
rn = 3, rn = 2

och den homogena ekvationens losningar blir

y, = Ae3* + Be?*

Tyvarr "krockar detta med hogerledet sa att ansatsen for
partikularlésning blir

Vp = z(x)e**
y'p =2 (x)e3* + 2z(x)e**
y'p =2"(x)e** 4 4z'(x)e®* + 4z(x)e**

Insattning i ekvationen ger
VL =vy" —5y' + 6y
= (z"(x) + 42’ (x) + 4z(x) — 5(z' (x)e?* + z(x)2) + 62(x))e?*
= (z"(x) — 7'(x))e?* = 4e?* = HL
e 72Z"x)—-z'(x)=4 & zZ(x)=-4 och z'(x)=0
sd att
z(x)e?* = (—4x + C)e?*
Men dd man redan har y, = Ae3* + Be?* sd ger C en repris och
yp = —4x e**

duger och darmed blir den allmanna l6sningen

y = Ae3* + (B — 4x)e?*

3p



6. Berdkna

1 x+h 5 X )
lim—(J et dt—J et dt)
h—>0h e e
Losning:
h .
lim1 JH et dt — Jxetz dt | = | Enligt
h-0h\ J, e sats 6.2 e

1 (x+h Enligt Medelvardes —
= lim J et® dt = | satsen for integraler
X

h=0h medx<&é<x+h
1 , ¢ instangt
= lim— (ef )(x +h—x)=lime’ =| mellan
h-0h h—-0
xochx+h

. 2 2
= limes = e
h—-0

§-x

3p
7. Bestdm den enda l6sningen till differentialekvationen

(1 +x2)y" —2xy = (1 +x?)?arctanx
som uppfyller y(0) = 3.
Ledning

Detta dr uppgift 8.13 i dvningshiftet. Ekvationen skrivs pa normalform.

2x
1+ x2

!

y

y = (1 4+ x?) arctanx

Ekvationen férenklas sedan med hjalp av den integrerande faktor enligt

(x) = 2x
g\ = 1+ x2
G(x) =—In(1+x2) =In(1+x2)7!
- 1
G(x) — In(1+x2)"" _
¢ ¢ 1+ x2
och man far
1 2x
arctan x

1+x2y _(1+xz)2y=

vars vénsterled dr en produktderivata enligt

d 1
5(1 e y) = arctan x




Integration av béda leden (partiell integration med en etta i hdgerledet) ger

Y _ xarctanx—lln(l +x3)+C
1+ x? 2

1
y=(1+x?) (xarctanx - Eln(l +x2) + C)
och med hénsyn till villkoret y(0) = 1 far man

1
3= (0arctan0—§1n1+6>

sa att
Cc=3

och den enda 16sningen blir

1
y=(1+x?) (x arctan x — Eln(l +x2) + 3)

3p



