Uppdaterade uppgifter 1-10 till Krzysztofs hdfte

Dessa uppgifter ersatter de tio uppgifterna som fanns i slutet av Krzysztofs hafte som tar upp
teorin fran foreldasning 8 inom kursen TNIU23.

1) Lat
C_ for—1<x<3
or — x <
fx(x) ={Vx +1
0 for ovriga varden x

a) Vilka tva egenskaper kdnnetecknar en tathetsfunktion?

b) Bestam c sa att fy(x) blir en tathetsfunktion.

c) Bestdm sannolikheten fér x > 0, alltsa sannolikheten att den stokastiska
variabeln X, som beskrivs av denna tathetsfunktion, antar ett positivt varde.

d) Vilka egenskaper har en férdelningsfunktion?

e) Bestam tillhérande férdelningsfunktion Fy (x).

Lat nu istallet fy(x) galla pa foljande intervall:

c
for3<x <8
fx(x) ={Vx +1
0 for 6vriga varden x

f) Bestam pa nytt ¢ sa att fy(x) blir en tathetsfunktion.

g) Bestdam sannolikheten for x > 8, alltsa sannolikheten att den stokastiska
variabeln X, som beskrivs av denna tathetsfunktion, antar ett varde storre an 8.

h) Bestdm pa nytt den tillhérande férdelningsfunktionen Fy (x).

2) Skissa kurvor for tathetsfunktionen skapad i 1) b) och den tillhérande
fordelningsfunktioneni 1) e).



3)

4)

5)

Lat X vara en stokastisk variabel for radioaktivt sonderfall enligt funktionen

() = {Ae"lx forx >0
X 0 for 6vriga varden x

med sonderfallskonstanten A. Vi minns fran karnfysiken att halveringstiden T = 1/A.

a) Visa att fy(x) faktiskt ar en tathetsfunktion.
b) Bestam tillhérande fordelningsfunktion Fy(x).

Lat
0 forx <1
Fy(x) = {1 _ i

5 forx>1
X

a) Berdkna nedre kvartilen x, ,c med hjalp av fordelningsfunktionen ovan.

Den tillhorande tathetsfunktion ar

0 forx <1

fX(x):{% forx > 1
x

b) Berdkna ater den nedre kvartilen x, , men med hjalp av en integral med sokt
Ovre integrationsgrans.

c) Berdkna medianen x, 5 pa tva olika satt.

d) Berdkna alfakvantilen x,,.

e) Visa med hjalp av svaret i d) att alfakvantilen x, — oo da sannolikheten @ = 1~
och fundera 6ver innebdrden av detta.

Lat

e3* forx < 0
fx(x) =

e * forx =0

Ul w Ul o

a) Hur stor ar chansen att ett slumpmassigt valt X ar negativt?

b) Berdkna nedre kvartilen.

c) Berakna medianen med hjalp av en integral.

d) Bestdam fordelningsfunktionen.

e) Berakna istillet medianen med hjalp av férdelningsfunktionen.



6)

7)

8)

9)

Lat Fy(x) vara en fordelningsfunktion enligt:
0 forx <1
2x 1
Fx(x) = 373 for1 <x <2
1 forx > 2

a) Hur ser man att Fyx(x) saknar tillhorande tathetsfunktion?
b) Vilket krav pa kontinuitet finns for fordelningsfunktioner Fy (x)?

Den stokastiska variabeln X anger hur Iang tid det normalt tar (i minuter efter att en
affar 6ppnas) innan den forsta kunden dyker upp. Variabeln beskrivs av
fordelningsfunktionen:

(0 forx <0
Fy(x) = {1 —e 95 forx >0

a) Beradkna pa tva satt hur stor ar chansen att den foérsta kunden dyker upp inom
tidsintervallet 2-4 min efter att affaren 6ppnas.

b) Berdkna hur stor dr chansen att den forsta kunden dyker upp efter exakt 2 min.

c) Berakna hur stor dr chansen att den férsta kunden dyker upp senare dn 4 min.

Den stokastiska variabeln X anger (i mil) “avstandet mellan en jagande havsdrn och
ornens bo”. Avstandet beskrivs av tathetsfunktionen:

0 forx <0
X =
fx () {8xe‘4"2 forx =0
a) Berdkna median-avstandet.
b) Berdkna den radie (avstand till 6rnboet) som 6rnen finns inom med 99 %
sakerhet.

Den stokastiska variabeln X beskrivs av tathetsfunktionen
ad for0 < x < 2
— or0<x<
fx(x) =42
0 for ovriga x

a) Berdkna medianen.
b) Berdkna vantevardet u = E(X).
c) Berdkna variansen V(X).

d) Berdkna standardavvikelsen o = {/V (X).



10) Vid normalférdelning galler exempelvis att
"Sannolikheten att ett slumpmassigt valt X finns inom en standardavvikelse fran
vantevardet” = P(u—oc <X <u+o0)=68%
och ”sannolikheten att ett slumpmassigt valt X finns inom tva standardavvikelser
fran vantevardet” = P(u —20 < X < u+ 20) = 95 %.
Normalfordelningskurvan beskriver fordelningen:

u-2c u-6  p ute p+2o

Lat nu den stokastiska variabeln X beskrivas av tathetsfunktionen

for0<x<1
for ovriga x

@ =g

a) Berakna vantevardet u = E(X).
b) Berakna standardavvikelsen o = {/V (X).

Fordelningen i denna uppgift ar dock “triangular” till skillnad fran den klockformiga
normalférdelningskurvan i figuren ovan och man far andra sannolikheter inom de
olika intervallen runt vantevardet pu.

c) Berdkna sannolikheten P(u — 0 < X < u + o) och jamfér med motsvarande
sannolikhet ovan.

d) Berakna sannolikheten P(u — 20 < X < u + 20) och jamfér med motsvarande
sannolikhet ovan.



1)

2)

3)

4)

Facit

h)

Se Definition 1 pa sid 1 i K:z hafte
1

c=-
4
50 %
Se Sats 7 pa sid 6 i K:z hafte
0 forx < —1
Fy(x) = %\/x+1+0 for—1<x<3
1 forx >3
et
2
0%
0 forx <3
Fy(x)=\Wx+1-2 for3<x<8
1 forx > 8

Fx(x) som stiger fran 0 till 1 och fx(x) med intressant area under bla kurva:

T2.5

—
L
.

Man visar att funktionen stammer enligt de tva egenskaperna i Definition 1 pa sid 1iK:z
hafte
1—e ™ forx >0
Fy(x) = -
x (%) {0 for ovriga varden x

2
Xg.25 — \/_5 ~ 1.2
2

X025 = B

Xog5 = \/E

v = 1

@ Vi—a

lim L _ i =
asi-vi—a  lo+

Detta visar att det for denna stokastiska variabel X kravs ett odndligt stort x-varde x, for
att en slumpmassigt vald X med sakerhet skall vara mindre an x,. Alltsa x, - coom a =
P(X <x,)—>1".



5)

a) 40%
b) Xgqs = In5-In8 ~—-016
¢) xp5=In6—-1In5~=0.18
§e3x forx <0
d) FX(x) = 3 _ .
1—§e x forx >0

e) 1 —%e‘x = % ger ocksd xos =In6 —1In5 = 0.18
6)
a) Da funktionen inte ar kontinuerligi x = 1 &dr den knappast deriverabar och saknar
darmed tillhérande tathetsfunktion.
b) En férdelningsfunktion maste atminstone vara hogerkontinuerlig i alla punkter, vilket
denna funktion ar.

7)

[uy

a) ——eizz23%

b) 0% (integral utan area)
c) eiz ~ 14 %

a) Xos5 = /lnTZ ~ 4.2 km

‘“100 ~ 10.7 km

4]

8)

b) Xp99 =

9)
a) X5 =V2 =141
b) u=EX)=7~133
c) d?=V(X) =§

d) o= V(X)=g

10)
a) p=EX)=>~067

b) o=+VX) =f_8z 0,24

1

2 2 1
c) Integral mellan granserna — — —= och - 4+ — ger sannolikheten
) g 8 3 18 3 /18 g

=
2, 1\ 2 1N a2 o e . . .
(5 + \/ﬁ) — (5 - \/ﬁ) == 63 % (jamfort med ca 68 % vid normalférdelning)
d) Integral mellan grénserna g - \/% och 1 (ty u + 20 ligger utanfor 0 < x < 1) ger
2
sannolikheten 1 — (% — J%) == §+ % ~ 96 % (jamfort med ca 95 % vid

normalférdelning)



