Forelasning 8 - integraler och statistik

Studenterna varmer upp genom att hitta pa funktioner f(x) vars integral Gver hela
definitionsmangden har vardet 1 och vars primitiva funktion F (x) véxer fran 0 till 1 6ver hela

definitionsmangden...

Inledning - ndgra nya begrepp

Ett utfallsrum ar mdngden av alla mojliga utfall (mojliga resultat) vid ett slumpmassigt forsok.
Ex) K6n hos slumpmassigt vald person i klassen:  Q = {kvinna, man, intersex}

Ex) Alder hos slumpmassigt vald person i klassen: Q = [0, o[

En stokastisk variabel X ar en funktion — ja just det en funktion — som &r definierad i
utfallsrummet Q och ger de olika utfallen tillhérande varden, vanligen reella tal.
Ex) K6n hos slumpmassig person, diskret variabel X: {man, kvinna, intersex} — {0, 1, 2}

Ex) Alder hos slumpmassigt vald person, kontinuerlig variabel X: &lder — [0, o[

Notera att X (stora bokstaven X) ar den stokastiska variabeln, medan x (lilla bokstaven x) har
sparats for att kunna anvandas som ingaende variabel i vara beskrivande matematiska
modeller — t.ex. i en Riemann-integrerbar tathetsfunktion fyx(x) som beskriver tiatheten for

olika varden x utifran verkligheten via den stokastiska variabeln X.

Integraler och statistik - berdkningar for kontinuerliga stokastiska variabler

Defitinion 1

En Riemann-integrerbar funktion (fran reella tal till reella tal) som uppfyller bade

1. fx(x)=0 (sannolikheter ér aldrig negativa)
2. f_oooo fx()dx =1 (totala sannolikheten dr 100 %)

kallas tathetsfunktion (eng. density-function) fx(x) for den stokastiska variabeln X.

Tathetsfunktionen fy (x) beskriver hur olika varden av X ar fordelade — ju tatare runt vissa x-
varden, desto hogre funktionsvarde och integralen dver hela utfallsrummet har alltid vardet

1 (= 100 %).



Defitinion 5
Fy(b) =P(—0o <X <b)

kallas en fordelningsfunktion till den stokastiska variabeln X.

Fordelningsfunktion Fy(b) summerar sannolikheten fram till ett visst virde, i dettafallx = b

och darmed géller att sannolikheten P(a < X < b) = Fx(b) — Fx(a)

Sats 6
Fy'(x) = fx(x)
Darmed ar fordelningsfunktionen Fy(x) en primitiv funktion till tathetsfunktionen fy (x)

Darmed ar sannolikheten

b
Pla<X<b)= f fx(x)dx = Fx(b) — Fx(a)

och den askadliggérs som en yta under funktionskurvan.

Sats 7
For varje fordelningsfunktion Fy (x) géller att:
o Fy(x)>1dax—> o
o Fy(x)>0dax—> —o
o Fy(x) arviaxande

o Fyx(x) ar atminstone hogerkontinuerlig fér varje x (récker sa)

Notera att av oandligt manga majliga primitiva funktioner Fx (x) till tathetsfunktionen fx (x)
sa ar fordelningsfunktionen just den Fy (x) som har en anpassad konstant C sadan att Fy (x)

stammer enligt ovan.

Definition 10
Lat a € [0, 1] —i detta fall en sannolikhet.
Losningen till ekvationen
PX<x)=a«a
alltsa l16sningen till
F(x)=«a

kallas da a-kvantilen for den stokastiska variabeln X och betecknas x,,.



e Xx, (sa kallade kvantiler) anger det x-varde som fran vanster summerar just sannolikheten a
och motsvarar i en integrationsgrans.

”Nollprocentskvatilen till vanster och hundraprocentskvantilen till héger”

e Definition 11
Sarskilt intressanta kvantiler ar de sa kallade kvartilerna ar x, 5 (kallad nedre kvartilen), x50

(kallad medianen eller mellersta kvartilen) och xg -5 (kallad 6vre kvartilen)

Exempeluppgift
0 dax <0
. .. .. . X o
Nedre kvartilen x, ,5 for tathetsfunktionen fy(x) = 5 dd0<x <2 gesav
0 dax > 2

b by +21°
.f fX(X)dX - .f E dx - 025 =1 |:Zj| - 025 = b — x0.25 — 1
—o0 0 0

e Definition 14

Véantevardet — dven kallat det forvantade vardet — ar ett annat Idgesmdtt och ges av

o)

4= B(X) = j % fu()dx

—00
| vardagen uppskattas vanligen vantevardet med ett stickprovsmedelvarde.

For en kontinuerlig sannolikhetsfordelning sammanfaller vantevardet med tyngdpunkten av

arean under tathetsfunktionen fy (x).

Exempeluppgift
0 dax <0
Vantevarde for fy(x) = g dao<sx<2
0 dax > 2



