Ledtradar till lektionsuppgifter

Allmdnna rdd vid losning av lektionsuppgifter:

e FoOrsok inledningsvis att [6sa uppgiften pa egen hand, genom att omsatta innehallet i den
tillhérande foreldsningen samt innehallet i Iaroboken.

e | andra hand foérsok att I6sa uppgiften med hjalp av inledande ledtradar nedan.

e | tredje hand forsok att I16sa uppgiften i dialog med en kamrat.

e | fjarde hand forsok att |6sa uppgiften med annan hjalp, t.ex. lararen eller andra studenter.

Funktioner och dess grafer

L2.1 Tilldtna x-varden? Erhallna y-varden?

L2.5 Funktionen skrivs om, tre olika delfunktioner inom olika intervall, grafens tre delar
ritas.

L2.8 Tag om mojligt fram inversen — lyckas detta sa finns inversen

L2.9 Visa att funktionerna inte ar injektiva — alltsa att olika x-varden kan ge samma y-varde.

L2.10 a) Om vardemengden &r svar att finnas studerar man inversens definitionsmangd.

b) Kvadratkomplettera under rottecknet for att enbart ha x i en term. Vad kan en
kvadratrot anta som lagsta varde och finns det x-varde(n) ger just detta
funktionsvarde? Vilket x-varde ger storst varde under rottecknet och vad blir da
funktionsvardet?

L2.12 Kom ihag att den inre funktionens definitionsmangd inte far glémmas da den
sammansatta funktionen férenklats samt att den inre funktionens vardeméangd maste
rymmas i den yttre funktionens vardemangd.

Tag fram logaritmlag 2.3-2.6 med hjalp av bland annat definition 2.2 (se féreldsningen)

L2.14 Tillampa logaritmlagarna fran sid 77-78
L2.21 a) b) Tillampa logaritmlagarna fran sid 77-78
c) Substitution t = e* dt =32 f) Substitution 4* = (22)* = (2%)% = t?

e) Eftersom att naturliga logaritmen ar strangt viaxande duger det att studera en
olikhet med enbart polynomen. Denna olikhet |6ses med hjalp av teckenstudium och
glom ej den ordinarie definitionsmangden.



03.27

03.28

03.31

L2.67

L2.69

L2.70

031

03.3
03.8ab
03.9 acegi

03.13

03.20

Forenkla med hjalp av logaritmlagarna fran sid 77-78

Multiplicera med namnaren och anvand logaritmlag. Notera att den ursprungliga
ekvationen berattar vilka x-varden som maste undantas.

a) Anvand logaritmlag. Notera att den ursprungliga ekvationen berattar vilka x-varden
som maste undantas.

b) Substitution.

Funktionen skrivs om, utan absolutbelopp, i tre separata intervall. Funktionen visar sig
vara injektiv och dess invers kan bestammas — tre delfunktioner inom tre separata
intervall.

Glom inte definitionsmangd grundad pa de bada funktionernas paverkan av varandra.

a) Logaritmlag anvands och kom ihag att den ursprungliga ekvationen avgér vilka x-
varden som maste undantas.

b) c) Substitution

d) Logaritmlag anvands och erhallen polynomolikhet kan istéllet I16sas, tack vare att
naturliga logaritmen &ar strangt vaxande. Kom ihag att den ursprungliga ekvationen
avgor vilka x-varden som maste undantas.

Alla funktioner — bade de som har resp. saknar invers — kan bara ha ett y-varde for
varje tillatet x-varde. Att sedan vissa av funktionerna i uppgiften har respektive saknar
invers beror inte fragan.

Tilldtna x-varden? Erhallna y-varden?
Kvadratkomplettera funktionerna sa att vardemangden enklare kan bestdammas.
Fundera 6ver hur insatta x-varden paverkas och sedan hur erhallna y-varden paverkas.

L6s ut x och déarefter variabelskifte. Om nagon funktion uppenbart saknar invers racker
det med en kommentar som visar detta.

Insattning av ena funktionen i den andra och tvartom.

Trigonometriska funktioner

Forklara samtliga fetstilta begrepp i kap. 2.4 samt ge egna exempel

Beharska grundekvationerna 2.42 och 2.43

L2.30

a) Enhetscirkeln

b) Trigettan, faktorisera och enhetscirkeln



L2.31

L2.32

L2.33

L2.34

12.38
12.39
12.43
12.44
03.40

03.44

Cosx

a)cotx = inx
b) Faktorisera och enhetscirkeln

Trigettan och enhetscirkeln

a) Sinus for dubbla vinkeln, faktorisera.

b) Cosinus for dubbla vinkeln, “trigettan”, faktorisera.

c) Fundera 6ver symmetri i enhetscirkeln — spegling i héjdled.

d) Tangens for dubbla vinkeln, faktorisera, undvik férbjudna vinklar

a) Subtraktionssatser fér cosinus och sinus

b) Cosinus for dubbla vinkeln (tva av tre olika formler)

Ersatt vansterledet med hjalp av additionssatser resp. subtraktionssatser.
Ersatt taljaren i vansterledet med "trigettan”.

Bestdam radien r samt vinkeln v (jfr. belopp resp. argument vid komplexa tal).
Enhetscirkeln.

Speglingar i enhetscirkeln.

Berdkna hojden till en borjan.

Arcusfunktioner, komplexa exponentialfunktioner

Forklara samtliga fetstilta begrepp i kap. 2.5 och 2.6 samt ge egna exempel

03.46
03.47

03.48

03.50
03.51
03.52

L2.52

L2.53

Se kurshaftet fran TNIU19
Se kurshaftet fran TNIU19

Rita ratvinklig triangel med anpassade kateter. Skala samtliga sidors langd sa att
hypotenusan far langden 1 och triangeln blir nu en kér bekant.

Rita triangel och fundera over vad funktionerna returnerar.
Hjalptriangel och/eller "trigettan”
Inom vilka intervall ar funktionerna varandras invers?

Notera att di dessa funktioner ar inverser till andra kan enbart ett svar finnas per
uppgift — dessa finner man med hjalp av enhetscirkeln.

a) Hjalptriangel for arcsiné och sedan sinus for dubbla vinkeln.



L2.54

L2.58

L2.76

L2.60

L2.61

L2.65

L2.55

L2.78

L2.79

L2.80

b) Tangens’ additionssats pa sid 106 med u = arctan 2 och v = arctan 3.
c) Arctangens foér ovanstaende

a) Likheten ger att samma vinkel beskrivs av bada leden. Latex.a = 2,b = 1ochc =
2 hos en ratvinklig hjalptriangel, halvera sidorna och fa en bekant triangel. Variabeln x
blir alltsa langden av den motstaende kateteten i den lilla triangeln.

b) Likheten ger att samma vinkel beskrivs av bada leden. Lat ex. a = x%, b = x och

¢ = 1 hos en ratvinklig hjalptriangel. Variabeln x blir alltsa langden av den narliggande
kateteten i triangeln och bestams med hjalp av Pythagoras sats som ger en
fjardegradsekvation som man léser med substitutionen t = x?2.

ei6+e—i6)3

a) Lt cos® x = (cosx)3 = ( .

3

ol0_p-if
)

b) Lat sin® x = (sinx)3 = (
a) Samma metod som ovan
b) Cosinus for dubbla vinkeln — darefter samma metod som ovan.
Bestam belopp och argument.

Hamta “trigvarden” for realdel och imaginardel i enhetscirkeln.

De Moivres formel

- . . 1 .3 e
Additionssatsen for cosinus med u = arccos — och v = arcsin — och ersatt vissa
V26 V13

funktioner med hjalp av “trigettan” sa att funktion och tillhérande invers méts.

. . 3 o
a) Additionssatsen for sinus med u = arctan 5 och v = arctanz . Skapa sedan tva

hjalptrianglar och bestam soékta “trigvarden” med hjalp av dessa.
b) Bestdm arcsin for ovanstaende

a) Likheten ger att samma vinkel beskrivs av bada leden. Latex.a = 2, b = 3x och
¢ = 1 hos en ratvinklig hjalptriangel. Variabeln x blir alltsa halva langden av den
motstaende kateteten i triangeln och bestams med hjalp av Pythagoras.

b) Sinus i bdda leden och 18t sin(2 arccos x) = sin2u = 2sinucosu =
2 sin(arccos x) cos(arccos x) ...

a) Den inre funktionens vardemangd bestdms och den innehaller varden som parvis
ger samma sinusvarde.

b) Den inre funktionens definitionsmangd maste stympas sa att den inre funktionens
vardemangd inte innehaller negativa varden. Inom erhallet intervall &r funktionen
strangt vaxande och invers kan bestammas.



Grdnsvdrden

L3.1

L3.2

L3.7

04.1
04.2

04.3

04.5

L3.8
L3.9

L3.10

L3.11

Ledtrad behovs ej

a) Forkorta

b) Bryt ut det dominerande och férkorta

c) Bryt ut det dominerande och foérkorta

d) Utvecklas enligt binomialteoremet och férkorta
a) Faktorisera och forkorta

b) Bryt ut det dominerande, forkorta och fundera 6ver vilken faktor som ar starkast
c) Faktorisera namnaren, likndmnigt, forkorta

d) Logaritmlagar, bryt ut och forkorta

Ledtrad behovs

Ledtrad behovs

a-c) Bryt ut det dominerande och foérkorta

d) Faktorisera och forkorta

a) Bryt ut |x| ur téljaren

b) Bryt ut |x| ur ndmnaren

c) Bryt ut x eller vx tva varv

Fundera o6ver de begransande funktionernas “utseende”
Férlang med konjugatet och bryt ut | x|

a-c) Faktorisera och forkorta

d) Faktorisera ndmnaren

e) Bryt ut | x|

f) Bryt ut | x|

a) Forlang med konjugat och bryt ut | x|

b) Uppenbart svar



04.10

04.23

L3.47

Skapa ett “fyrvaningsbrak” genom att forlanga med téljarens konjugat dar uppe och
namnarens konjugat dar nere.

a-b) Uppenbara svar

c-f) Faktorisera

g-h) Uppenbara svar

h) Gor liknamnigt, sla samman och faktorisera
a) Bryt ut det dominerande och férkorta

b) Bryt ut det dominerande och férkorta

c) Bryt ut |x|

d) Bryt ut | x|

Kontinuerliga funktioner

04.25

04.26

04.27

04.28

04.30

L3.17

13.22
04.32

04.35

L3.23

a-d) Fundera 6ver om funktionen ar en elementar funktion (alla sadana ar
kontinuerliga 6ver alla vdarden som funktionen ar definierad for) samt om det finns
punkter (vilka ingar i definitionsmangden) som har olika vanster- och hégergransvarde

Bestam vanster- och hégergransvarde i “skarven”

Bestam hogergréansvardet i “skarven” och anpassa konstanten sa att
vanstergransvardet blir detsamma

Undersék om gransvardet da x — 2 ar detsamma som funktionsvardet da x = 2

Bestdam om maijligt gransvardet da x — 1 for att sedan (om det existerar) utvidga
funktionen med lampligt anpassad punkt

a) Bestdam vanster- och hogergransvarde i “skarven”

b) Undersdk om gransvardet da x — 2 dr detsamma som funktionsvidrdet da x = 2
Visa att funktionen kurva “korsar x -axeln” enligt sats 3.9

Visa att funktionernas kurvor “korsar varandra” enligt sats 3.9

Visa att f(x + h) > f(x) fér alla h > 0 och darmed &r funktionen strangt vaxande och
har invers

a) Visa att funktionernas kurvor “korsar varandra” enligt sats 3.9 inom exempelvis

intervallet x € [0 + %[



L3.19

L3.20

L3.27

b) Resonera kring att funktionerna ar strangt monotona — annars skulle de inte
existera som inverser till cos x respektive tan x

a) Bestdam om maijligt gransvardet da x — 0 for att sedan (om det existerar) utvidga
funktionen med lampligt anpassad punkt

b) Bestdm om mojligt gransvardet da x — 0, genom férlangning med téljarens
konjugat, for att sedan (om det existerar) utvidga funktionen med lampligt anpassad
punkt

Skriv om med hjalp av sinus for dubbla vinkeln

f(x) som har tvadelad definitionsmangd ar faktiskt kontinuerlig pa hela sin
definitionsmangd men detta ar ingen garanti for att dess invers, om den existerar,
ocksa ar kontinuerlig. Inversen visar sig ha sammanhéngande definitionsméangd
(vilken?) och inom denna fas inget entydigt gransviardeda x —» 1

Standardgrdnsvdrden

04.41

04.37

04.42

a) Bryt ut x i ndmnaren, forlang med 4 och utnyttja standardgransvarde, se sats 3.11
b) Forlang med % och utnyttja standardgransvarde, se sats 3.11

c) Begransad téljare och odndlig ndmnare

d) En faktor x — 0 och en begrédnsad faktor

e) Forlang med sin 2x och utnyttja standardgransvarde

f) Forlang med x?

a) Faktorisera téljaren och utnyttja standardgransvarde

b) Forlang med 4 och e?*, faktorisera téljaren och utnyttja standardgransvarde

a) Forlang med taljarens konjugat, “trigettan” och utnyttja standardgransvarde

b) Substitution t = x _g
c) Sats 3.12

d) Férlang med ﬁ och utnyttja standardgransvarde

e) Forlang med % och utnyttja standardgransvarde



f) Foérlang med sin? x, forkorta inom tan x och utnyttja standardgransvirde



L3.28 a) Forlang med 2 och utnyttja standardgransvarde
b) Forlang med exempelvis 12x och utnyttja standardgransvarden
c) Forlang med exempelvis 15x och utnyttja standardgransvarden
d) Férlang med x och utnyttja standardgrénsvarden
e) Forlang med téljarens konjugat, “trigettan” och utnyttja standardgransvarden

f) Substitution t = x — % och subtraktionssats for cosinus

L3.29 a) Bryt ut 5x i namnaren och utnyttja standardgransvarde
b) Forlang med 3 sin 3x och utnyttja standardgransvarde
c) Férlang med x3 och utnyttja standardgransvirde
d) Forlang exponenten med 3x och utnyttja standardgransvarde

e) Forlang med 7 och utnyttja standardgransvarde
f) Forlang med x sin x, anvand tan x = :;% och utnyttja standardgransvarde

04.36 a) Uppenbart gransvarde

b) Sats 3.13 kallad hastighetstabellen

c) Bryt ut det dominerande

d) Bryt ut det dominerande
04.37 a) Faktorisera téljaren och utnyttja standardgransvarde

b) Forlang med e?*, faktorisera taljaren och utnyttja standardgransvirde
04.38 a) Sats 3.11

b) Uppenbart gransvarde

L3.30 Samma hoger- och vanstergransvarde i skarvarna, rata linjens ekvation pa k-form



L3.31

L3.33a)

L3.34

L3.36

a) Faktorisera téljaren och utnyttja standardgransvarde
b) Forlang med e?*, faktorisera taljaren och utnyttja standardgransvirde

Inx

c) Utnyttja att x = e ™ * och rakneregel f) i Sats 3.11

d) Utnyttja att x = e'™* och potensregel

e) Utnyttja logaritmlag och sedan variabelbyte enligt t = 2/x
f) Variabelbyte enligt t = m — x och subtraktionssats for sinus
Polynomdividera och studera resttermen

a) Sats 3.13 b)

b) Bryt ut det dominerande e*, sedan Sats 3.13 b)
c) Ersatt enligt 7x = 5x§ och anvand potenslag samt Sats 3.11

d) Utnyttja att In(e?* + x) = In(e?*(1 + e ?*x)) = Ine?* + In(1 + e~?*x)

samt att e1tInx = glelnx — oy

a) Polynomdividera och studera resttermen

b) Utnyttja att In(x + 1) —In(2x —3) =In(x + 1) — In (2 (x - 3))

)

1
=ln(x+1)—ln2—ln(x—%) — e = _1n2+1n<x(1+x)

<(132)

Definition av derivata

05.7

05.8

L4.1

L4.2

L4.3

Tillampa derivatans definition f'(x) = }lir%w pa aktuella funktioner

flx+h)—f (%)
h

Tillampa derivatans definition f'(x) = }llin(l) pa aktuell funktion.

Sedan rdta linjen pd enpunktform y — y,, = k(x - xp) med x, = 1ochy, = f'(1)
och f'(1) =k

Tangentens lutning k; = f'(—1) och normalens lutning k, = —ki
1

fx+h)—f(x)
h

Tillampa derivatans definition f'(x) = }llin(l) pa aktuella funktioner

f(0+h)-£(0)

Tillampa derivatans definition med x = 0 sa att f'(x) = }llin(l) P



L4.4

L4.6

L4.59

fo+h)-f(0)

Anvind derivatans definition med x = 0 sd att f'(x) = lim
h—ot h

Anvand derivatans definition, gor liknamnigt samt forlang med konjugat

Anvand derivatans definition, gor liknamnigt samt forlang med konjugat

Berdkning av derivator

L4.9

05.9

05.10

L4.10

05.14

05.20
L4.14
L4.19
L4.21
L4.60

L4.63

L4.65

05.16

05.17

05.19

L4.12

Derivera med hjalp av deriveringsregler och testa garna att polynomdividera forst

Anvand kadnda deriveringsregler som (av andra) harletts fram med hjalp av derivatans
definition + induktion

Anvand kadnda deriveringsregler som (av andra) harletts fram med hjalp av derivatans
definition + induktion

Kedjeregeln — alltsa multiplicera med inre derivata samt utnyttja att x = e/ ¥ i ¢)

Anvand kadnda deriveringsregler som (av andra) harletts fram med hjalp av derivatans
definition + induktion

Inse att f'(2) = 35 och utnyttja symmetri genom att anvanda f'(2)
Se sats 4.6

Tillampa deriveringsregler

Tillampa deriveringsregler

Tillampa deriveringsregler

Skriv om funktionen utan absolutbelopp

dv
dh _ Gr
dt = v

dh

Undersok kontinuitet i “skarven”. Om kontinuitet fortsatt med att underscka om
vanster- och hogerderivata ar lika.

Skriv om funktionen utan absolutbelopp, undersok kontinuitet i skarvarna (den visar
sig vara kontinuerlig), derivera for att fa derivator for inre punkter inom respektive
intervall, undersok vanster- och hogerderivata i punkterna med hjalp av derivatans
definition (ej pa annat satt).

Man soker alltsa derivatan till den sammansatta funktionen g(f(x)) vilken ar
g’(f(x)) - f'(x) och fér x = 0 far man g’(f(O)) f'(0)=g'1)-2=6

Tillampa deriveringsregler



Ndgra viktiga satser om derivator

05.26

05.27

L4.24

L4.25

L4.26

L4.27

Extrempunkter &r alltid nagon av féljande tre alternativ: stationdra punkter (f'(x) =
0) (terrasspunkter undantagna), singuldra punkter (f'(x)3) eller andpunkter. | denna
uppgift existerar endast stationara punkter.

Extrempunkter &r alltid nagon av féljande tre alternativ: stationdra punkter (f'(x) =
0) (terrasspunkter undantagna), singuldra punkter (f'(x)3) eller andpunkter. | denna
uppgift existerar stationdra punkter och singuladra punkter.

Extrempunkter bestams och teckenstudium genomférs. Notera att funktion med
absolutbelopp ersatts med funktioner utan absolutbelopp, inom ratt intervall.

Extrempunkter bestams och teckenstudium genomférs. Notera att funktion med
absolutbelopp ersatts med funktioner utan absolutbelopp, inom ratt intervall.

mw = ... = 0 for bada

a) Anvand derivatans definition. Visa att f'(0) = }lli 1

funktionerna.

b) Studera tecknet hos funktionen da man narmar sig origo och fundera éver om mani
origo kan faststalla om det ror sig om en lokal minimi- maximi- eller terrasspunkt.
Eftersom att tecknet hela tiden skiftar kan man dra slutsatsen att...

Tillampning av medelvardessatsen. Inled med att teckna differenskvoten

|cosx—cosy| _ f,(f)

[x-yl

Anvdidndning av derivator

05.28

L4.28a

L4.32a

L4.34,

L4.39

05.33

Samtliga stationdra punkter, singuldra punkter och andpunkter bestams i den man de
existerar. Deras funktionsvarden avgor vad som ar storsta respektive minsta varde.

Samtliga stationara punkter, singuldra punkter och andpunkter bestams i den man de
existerar. Deras funktionsvarden avgor vad som ar storsta respektive minsta varde.

Bestam samtliga asymptoter, stationadra punkter, teckenstudera derivatan och skissa
grafen.

Dop kortsidorna till x, bestam en areafunktion med tillhérande definitionsmangd.
Darefter bestams storsta med hjalp av stationdra punkter, singuldara punkter och
andpunkter (i den man de existerar).

Skapa en funktion som har nollstdllen i de sokta punkterna. Utnyttja sats 3.9 for att
visa att minst en rot finns, darefter teckenstuderas derivatan for att visa att det finns
hogst en rot.

Teckenstudera derivatan.



05.30

05.31
L4.35

L4.28b

L4.67

L4.36

Bestdm samtliga asymptoter, eventuell sned asymptot enligt metoden pa sid 209-210,
teckenstudera derivatan och skissa grafen.

Se 05.30
Dop radien till x, bestam en volymfunktion med tillhérande definitionsmangd

Bestdm samtliga asymptoter, eventuell sned asymptot enligt metoden pa sid 209-210,
teckenstudera derivatan och skissa grafen.

Bestdm samtliga asymptoter, eventuell sned asymptot enligt metoden pa sid 209-210,
teckenstudera derivatan och skissa grafen.

Los forst uppgiften for r = 1, alltsa inom enhetscirkeln, med b = 2 cos a och
h=1+ (—sina).

Derivator av hégre ordning.

L4.41

L4.45

L4.46

L4.47

L4.42

L4.43
L4.44
05.44

05.45

Derivera med kedjeregel respektive produktregel

Kontrollera att punkten ar en stationar punkt (eller singular punkt) och da den &r
stationar kontrolleras andraderivatan i punkten.

f(x) ar strangt konvex om f"'(x) > 0 och &r strangt konkav om f"'(x) < 0

Inflexionspunkter har olika tecken hos andraderivatan pa olika sidor om punkten —
alltsd har y = x3 inflexionspunkt i origo medan y = x* inte har det. Ofta

sammanfaller detta med att andraderivatan ar noll men inte alltid, som t.ex. origo for
1
y = x3 som saknar derivator i origo men anda har en inflexionspunkt i origo.

Andraderivatans definition, med hjdlp av f'(x) = 1 + 2x cos% + sin% och f'(0) =1
fran tidigare testuppgift, ger att andraderivata (dess gransvarde) saknas i origo. For
ovriga x-varden fas f"'(x) genom derivering av f'(x).

Derivera varv efter varv och upptack monster...
Derivatans definition for origo och derivering for dvriga varden.
Derivera varv efter varv och upptack monster...

Forst kedjeregeln, sedan produkt- och kedjeregeln

Primitiva funktioner. Partiell integration

06.1

Sats 5.2, 5,3 och 5,4
Sats 5.2

Sats 5.4 (partiell integration) med faktorn 1



06.4
06.5
06.6
L5.3
L5.4
L5.5
L5.7
06.3
L5.25
L5.28

L5.8

Sats 5.2

Sats 5.4 (partiell integration)

Sats 5.4 (partiell integration), faktorisera parentesen i c)
Sats 5.2, 5,3 och 5,4

Forkorta med a? s att standardprimitiv (i) kan anvandas
Sats 5.4 (partiell integration)

Sats 5.4 (partiell integration)

Derivera hogerledet och se

Derivera hogerledet och se

Anpassa konstanten

Anpassa konstanten



