Ledtradar till lektionsuppgifter

Allmdnna rad vid losning av lektionsuppgifter:

Forsok inledningsvis att |6sa uppgiften pa egen hand, genom att omsatta innehallet i den
tillhérande féreldasningen samt innehallet i laroboken.

| andra hand forsok att |I6sa uppgiften med hjalp av inledande ledtradar nedan.

| tredje hand forsok att 16sa uppgiften i dialog med en kamrat.

| fjarde hand forsok att I6sa uppgiften med annan hjalp, t.ex. lararen eller andra studenter.

Ledtrddar fér lésning av uppgifter efter foreldsning 1:

06.7
06.8
06.9

L5.9

06.11

L5.11

a-d) Substitution av "inre funktionen"

a-d) Derivatan av ndmnaren i taljaren...

a-d) Substitution av "inre funktionen"

a)
b)
c)
d)

f)
g)
h)

b)
c)
d)

f)

Substitution av "inre funktionen"

Forlangning med e* och sedan substitution av e*
Substitution av In x

Substitution av x = t?

Substitution av arcsin x

Standardprimitiv “k”

Substitution av e*

Partiell integration

Partiell integration

Substitution av "inre funktionen"

Substitution av "inre funktionen"

Substitution t = x? och sedan partiell integration

Derivatan av namnaren i taljaren...

Substitution av "inre funktionen" foljt av partiell integration

Substitution av hela namnare

Substitution av In x

Substitution x = t? féljt av partiell integration

Uppdelning i separata integraler, den ena med substitutionen x = t2, den andra
genom substitution av ”“inre funktionen”



06.18

06.19

06.20

L5.13-5.15

L5.16

L5.26

L5.29

a)
b)
c)

b)

c)

b)

Partialbraksuppdelning
Polynomdivision
Partialbraksuppdelning

Uppdelning i tva integraler, den ena med derivatan av ndmnaren i téljaren
Uppdelning i tva integraler, den ena med derivatan av ndmnaren i téljaren, den
andra med ndmnare som passar arctangens’ derivata

Partialbraksuppdelning

Tre faktorer i némnaren och sedan partialbraksuppdelning
Fyra faktorer i ndmnaren och sedan partialbraksuppdelning

a-c) Ansatser enligt svaret pa teorifraga 8

a)
b)
c)
d)
e)
f)
8)
h)
i)
j)
k)
1)

Polynomdivision

Partialbraksuppdelning
Partialbraksuppdelning
Partialbraksuppdelning

Substitution av ndmnaren
Substitution av 4x

Utbrytning av 4 och substitution av 37x

Substitution av namnaren

Substitution av ”inre funktionen”

Substitution av x + 2

Partiell integration

Partiell integration med en etta

Omskrivning med logaritmlag

Substitution av "inre funktionen”

Substitution x = t? féljt av upprepad partiell integration
Substitution av ”inre funktionen”

Partialbraksuppdelning och anpassning av konstanten



L5.33

Bestam [ e* sinx dx och [ e* cos x dx genom partiell integration med “deja vu”.

"
Integrera sedan enligt [ xe* sinx dx = [ (e sin x) x dx = -
U
b) Bestdm [ e* sinx dx och [ e* cos x dx genom partiell integration med ”deja vu”.
T
Integrera sedan enligt [ xe* cosx dx = [ (e* cos x)acJ dx = -
U
06.21
a) Konjugatregeln for fyra nya faktorer och sedan partialbraksuppdelning
b) Partiell integration och partialbraksuppdelning av ny integral
c) Partiell integration och partialbraksuppdelning av ny integral
06.29 Partialbraksuppdelning med fyra uttryck och anpassning av konstanten

Ledtrddar for lésning av uppgifter efter féreldsning 2:

06.22

a)

b)

d)

06.26

b)

c)

06.23

1+sinx

Se svaret i teorifraga 10, svaret kan ocksa skrivas som In P

Definitionen av tan x samt “"derivatan av ndmnaren i tiljaren”

Se svaret i teorifraga 10

Variant I: "Trigettan” och ”cosinus for dubbla vinkeln” tva ganger
Variant II: Eulers formel och utveckling av produkten

Se teorifraga 9
Se teorifraga 9
Studera svareniaochb

Se svaret i teorifraga 10
Se svaret i teorifraga 10
Eulers formler

06.24 Svar...

a)

b)

Additionssats i taljaren, sinus for dubbla vinkeln i bade téljare och namnare,
forkorta, en av termerna ger till slut integral som l6ses genom
partialbraksuppdelning.

Substitution enligt exempel 5.35



06.25

06.27

L5.19

L5.24

L5.22
L5.23

L5.30

L5.31

c) Substitution enligt exempel 5.35 och svaret blir izln

a)

b)

b)

tan’zﬁ—(l—\/f)

tan’zﬁ—(1+\/§) +C

5

. d .
Substitutionenu =Vx — 2, u? = x — 2, Zuﬁ = 1 o.s.v. samt polynomdivision

. d .
Substitutionenu =Vx —1,u? =x — 1, Zuﬁ = 1 o.s.v. samt polynomdivision

. d -
Substitutionenu =Vx — 1, u? =x —1, Zuﬁ = 1 o.s.v. samt polynomdivision

Se exempel 5.36 i laroboken
Se exempel 5.36 i laroboken

"Trigettan” och substitution av cos x
Substitution av hela ndmnaren
"Cosinus for dubbla vinkeln” tva ganger

Substitutionen y = Vx—1gerx=1+ y?, darefter polynomdivision
Substitutionen y = x — 2 gor att man slipper férstagradstermen under roten,
sedan separata integraler, den ena med substitution och den andra med hjalp av
derivatan for arcussinus i den andra

Substitution enligt texten och studera garna Exempel 5.35

Se exempel 5.35

e)
f)

g)
h)

Partiell integration

Forlang med e ™™ och sedan substitution av hela ndamnaren

Partiell integration och partialbraksuppdelning av andra integralen
Partiell integration och partialbraksuppdelning av andra integralen efter
forlangning med 4x

Substitution av ”inre funktionen”

sinx _ 1-cos?x

2. _
tan” x = cos2x  cos?x
Se teorifraga 10
Se teorifraga 10

Substitution enligt exempel 5.35



06.28

a) Kvadratkomplettering i ndmnaren och substitution avx — 1

b) Substitution av hela taljaren

c) Substitution av hela uttrycket med en hel del omskrivning

d) Partiell integration

e) Kvadratkomplettera under rottecknet, utbrytning av 4, substitution
f) Forlang med x, substitution av rotuttrycket, partialbraksuppdelning

Tips i texten, vid partiell integration far man “"deja vu” i hogerledet efter smart
hantering av rotfunktion (+1 och -1 i tiljaren).

Ledtrddar for lésning av uppgifter efter féreldsning 3:

071

07.2

07.4

07.3

Skissa trappfunktionens graf och studera integralen

a) och c) Skissa Over- respektive undertrappa med fem lika langa delintervall och
bestdm sedan 6éver- och undersumman ur figuren.

d) Los integralen

Funktionen ar strangt avtagande inom aktuellt intervall, vilket kan visas. Bestam over-
och undertrappa med enbart ett Iangt del-intervall och jamfor olikhetens granser.

Se hemsidan med |6sningsforslag...

Ledtrddar fér lésning av uppgifter efter foreldsning 4:

07.5

076

0677

Instangning av & mellan x och 2x enligt Medelvardessatsen for integraler (Sats 6.5)
samt férenkling

Skissa figur med kurva till funktionen f(x) = arctan x, instangning av ¢ mellan n och
n + 1 enligt Medelvardessatsen for integraler (Sats 6.5) samt forenkling

Tva exempel pa tva olika 6sningsmetoder:
1) Den korta vagen:

Direkt tillamning av Analysens huvudsats (Sats 6.7) — gdrna med hjalp av "Krzysztofs
formel” fran forelasningen

2

et

Skissa figur med kurva till funktionen f(t) = . Markera integralen med

hogergransen x samt en motsvarande integral med néarliggande hogergransen x + h.
Differensen mellan dessa integraler fors in som téljare i derivatans definition, forenkla i
téljaren med hjalp av Rakneregel 6.2 (e) for integraler (Sats 6.2). Instangning av &
mellan x och x + h enligt Medelvardessatsen for integraler (Sats 6.5) samt forenkling.

Il) Den korta vagen:



078

L6.4

07.12

07.13

07.14

L6.8

Direkt insattning i huvudsatsens (Stas 6.7)

Exempel pa tva olika I6sningsmetoder:
1) Den korta vagen:

Direkt tillamning av Analysens huvudsats (Sats 6.7) — gdrna med hjalp av "Krzysztofs
formel” fran forelasningen

II) Den langa men nyttiga vagen som bygger pa beviset av Analysens huvudsats:

sint
t

hogergransen x samt en motsvarande integral med néarliggande hogergransen x + h.

Skissa figur med forenklad kurva till funktionen f(t) = Markera integralen med

Differensen mellan dessa integraler fors in som téljare i derivatans definition, forenkla i
téljaren med hjalp av Rakneregel 6.2 (e) for integraler (Sats 6.2). Instangning av &
mellan x och x + h enligt Medelvardessatsen for integraler (Sats 6.5) samt forenkling.

Samma metod som i 07.7 och 07.8, teckenfel fas litt i (b) om men missar att
integralerna har variabel vanstergrans.

Alla uppgifter 16ses med hjalp av standardprimitiver och Insdttningsformeln sats 6.8

a) Partiell integration samt Insattningsformeln

b) Partiell integration (deriveraln x denna gang) samt Insattningsformeln
c) Partiell integration med en faktor 1 samt Insattningsformeln

d) "Derivatan av ndmnaren i tdljaren” samt Insattningsformeln

e) Substitution av inre funktion samt Insattningsformeln

f)  Substitution av inre funktion samt Insattningsformeln

g) Substitution av inre funktion samt Insattningsformeln

h) Substitution av inre funktion samt Insattningsformeln

a) Partialbraksuppdela

b) Substitution av inre funktion osv.

c) Substitution av inre funktion samt partiell integration

d) Partiell integration med faktor 1 osv.

e) Ersatttanx = % och sedan substitution av tan x osv.

f)  Substitution av inre funktion osv.

a) Dela uppitvaintegraler — en med derivatan av ndmnaren i tiljaren och en vars
namnare kvadratkompletteras, insattningsformeln



b) Partiell integration, insattningsformeln
c) Partiell integration med derivering av logaritmen, insattningsformeln
d) Uppdelning i tva integraler utifran beloppet.

L6.10
a) Substitution av inre funktion, insattningsformeln
b) Substitution av inre funktion, insdttningsformeln
c) Substitution x = t3, insattningsformeln
d) Forlang med cos x, derivatans ndmnare i tiljaren, insattningsformeln
L6.11
a) Substitution av inre funktion och partiell integration
b) Substitution y = tanx
c) Uppdelningitva integraler pga. beloppet
d) Uppdelningitva integraler pga. beloppet
e) Partiell integration
f) Substitution y = sinx
L6.12
a) Krzysztofs formel
b) Krzysztofs formel
L6.3
b) Vad narmar sig f(§)?
L6.26
a) Partiell integration med faktorn 1
b) Substitutiony = e*
c) Substitution av inre funktion
L6.29 Skissa graf for att forsta problemet, Analysens huvudsats och satt f'(x) = 0
07.15

a) Ledningi haftet

b) Substitution x = t3 foljt av partiell integration

c) Partiell integration med faktorn 1

d) Forlang med cos x och sedan derivatan av ndmnaren i téljaren
e) Delauppitvaintegraler pga. beloppet

f)  Dela uppitva integraler pga. beloppet



Ledtrddar fér lésning av uppgifter efter féreldsning 5:

07.69

67.70

L6.23

L6.24

L10.16

a-l) Generaliseringen havs, standardprimitiv, eventuellt divergens med sats 10.12

b)
c)

d)

e)
f)

Generaliseringen havs, forlangning med e*, substitution
Generaliseringen havs och substitution

A . .o d
Generaliseringen havs och anpassning till Earctanx

Generaliseringen havs och derivatan av ndamnaren i taljaren
Generaliseringen havs och partiell integration

Generaliseringen havs och partiell integration

Generaliseringen havs och partiell integration

Generaliseringen havs och substitution av In x

Generaliseringen havs och standardprimitiv

Generaliseringen havs och partialbraksuppdelning

Generaliseringen havs och substitution av vx

Kvadratkomplettera innanfor roten sedan standardprimitiv med arcussinus.

Generaliseringen havs, standardprimitiv alternativt visas divergent med sats 10.12
Generaliseringen havs, partiell integration

A . . d
Generaliseringen havs, anpassning till aarctanx

N . C o .o d
Generaliseringen havs, uppdelning i tva integraler, anpassning till Earctanx

respektive “derivatan av ndmnaren i taljaren” — den senares divergens ev. med
sats 10.12

Generaliseringen havs, substitutionav 1l — x

Generaliseringen havs, kvadratkomplettera innanfor roten, primitiv funktion med
arcussinus...

Generaliseringen havs, partiell integration

Generaliseringen héavs, partiell integration och partialbraksuppdelning
Generaliseringen havs, forlangning med e”, substitution, partialbraksuppdelning...
Generaliseringen havs och partialbraksuppdelning

=2

—_—

J-oox2+1 ¥ = o0 x? 1+1/x2

1 x%+1 0 J1 x* 1+41/x4
>1

dx < flmxiz. 2dx = -



L10.17

L6.25

L6.26

L6.30

b) [ ——dx> [ —dx=3[ ~dr=--

0 x+sinx

oo 1 o 1
a) [} omdx <[ dx=--

>1
0 x%41 1x2+1 o0 x2(14+1/x2) 1x2+1 o1 1
b) [, S dx = Jo S dx+ J; —x3(1+1/x3)dx > [, = 0x + [ —rsdx ...

=2

a) Generaliseringen havs, fundera 6ver hur divergens undviks, ev. med Sats 10.12

b) Generaliseringen havs, fundera 6ver hur divergens undviks, ev. med Sats 10.12

c) Generaliseringen hdvs med tva integraler, fundera 6ver hur divergens undviks, ev.
med Sats 10.12

d) Substitution av In x, fundera 6ver hur divergens undviks, ev. med Sats 10.12

a) Partiell integration med faktorn 1

b) Substitution av e*

c¢) Substitution av 1 + +/x och glém ej nya granser.

d) Symmetrin utnyttjas, Generaliseringen havs, partiell integration

X

a) Generaliseringen havs, partiell integration med primitiv funktion av(1:37)2 och

kraver sedan variabelskiften...

Ledtrddar for lésning av uppgifter efter féreldsning 6:

L7.1

07.18

07.19

07.46

07.44

Identifiera rotter och sedan éver- och underfunktion — stall sedan upp integral.

Skissa begransande linjer och kurva, identifiera rotter och sedan 6ver- och
underfunktion — stall sedan upp integral.

Skissa kurvor, identifiera rotter och sedan 6ver- och underfunktion — stall sedan upp
integral.

Stall upp utrycket for bagelementet ds (generellt) och tillampa det pa funktionen.

Stall upp utrycket for bagelementet ds (generellt) — notera att x och y beror avt — och
tilldmpa det pa funktionen.



L7.2

L7.3

L7.4

L7.6

L7.8

L7.9

L7.10

07.48

L7.39

Skissa ellipsen, valj en fjardedel av ytan (i forsta kvadranten) genom symmetri, 16s ut y
som en funktion av x och stall upp integralen som I6ses med stdd av exempel 5.40 pa
sid 269.

Fundera 6ver kurvans utseende, stall upp utrycket for arena av en sektor dA och 16s

1+cos2¢

integralen med hjilp av cos? ¢ = eller Eulers formel (ex 5.34).

Bestdam skarningspunkter, dver- och underfunktion, stall upp integralen

Fundera 6ver kurvans utseende, stall upp utrycket for arena av en sektor dA och 16s
integralen.

Stall upp uttryck for bagelement pa parameterform och integrera. | a) fas ett stort
uttryck som kan férenklas kraftigt med hjalp av trigettan.

Stall upp uttryck fér bagelement pa poldr form och integrera. Notera att d& ¢? bryts ut
far man || och ¢ duger endast om man integrerar inom [0, ] och dubblar svaret.

Stall gdrna upp utrycket for bagelementet ds (generellt) och tillampa det pa
1+x2
1-x2
aktuellt intervall) som efter polynomdivision och PBU ger en enkel integral.

funktionen, férenkling ger ds = (ndmnaren 1 — x? for att fa positivt tecken inom

Stall upp integralen med hjalp av funktion pa parameterform och Trigettan ger enkel
I6sning, alternativt 6vre halvan av enhetscirkelns ekvation som till slut, efter en del
forenkling, ger en enkel integral.

a) Partiell integration
b) Studerainversen

Ledtrddar for lésning av uppgifter efter féreldsning 7:

07.25

07.27

07.26

07.30

07.35

Identifiera rotationskroppen, stall upp uttryck fér en delvolym dV = m 25x2dx och
summera dessa med en integral.

Identifiera rotationskroppen, stall upp uttryck for en delvolym dV och summera dessa
med en integral.

Stall upp uttryck fér en delvolym dV = ﬁdx och summera dessa med en integral.

o T R . .
Lat den rata linjen y = - alstrar en liggande kon, mellan origo och x = h. Delvolymer

2
R .
dv =m (ﬁ x) dx summeras langs x-axeln mellan x = 0 och x = h.

Stall upp uttryck for en delvolym dV = y dy och summera dessa med en integral.



07.36

07.59

07.61

07.73

L7.25

L7.14

L7.17

L7.26

L7.36

L7.38

Stall upp uttryck for en delvolym dV = 2mx In x dx och summera dessa med en
integral.

Volymen beridknas med delvolym dV = m(x3)? medan arean beriknas med ytelement

som har omkretsen O = 2mx3 och bredden ds = /1 + (3x2)2dx

o T R . .
Lat den rdta linjen y = - alstrar en liggande kon, mellan origo och x = h. Ytelementen

, 2
har da omkretsen O = Zn%x och breddends = |1+ (g) dx. Arean fas genom

integration langs x-axeln mellan x = 0 och x = h.

Ledning i laroboken, se dven sid 331 med jamférande integral

Ytelementen har omkretsen O = 2mx3 och bredden ds = /1 + (3x2)2dx.

a) Runty-axeln fas delvolymer av “skivor” radien y = sin 2x och tjockleken dx —
alltsd dV = msin? 2x dx

b) Runt y-axeln fas delvolymer av "rér” med omkretsen (langden) O = 2mx, hdjden
y = sin 2x och tjockleken dx

Ledning i laroboken

Ytelementen har omkretsen O = 2mx runt y-axeln och bredden ds = /1 + %dx.

Forskjutning sa att omradet roterar runt y-axeln kdnns enklare. Volymen fas da genom
”rér” med omkretsen O = 2mx, héjden y = sin? x och tjockleken dx mellan x =  och
X = 2m.

Volymen fas genom ”“rér” med omkretsen O = 2w (1 — x) runt linjen x = 1, hdjden

y:

> och tjockleken dx mellan x = 0 och x = 1. Integralen |6ses med PBU.
X243x+2



Ledtrddar fér lésning av utskrivna uppgifter efter foreldsning 8:

P1

a) Tva egenskaper fran foreldsningen — en for funktionens y-varden och en for

integralens varde.

b) Anpassning av ¢ s3 att ffooo fx(x)dx = 1 (alltsa 100 %).

c) Integrerafran x = 0 och at hoger.

d) Egenskaper utifran des derivata och vardeméngd samt rérande kontinuitet.

e) Den primitiva funktionen bestams (koefficienten ¢ ar redan kand) och den nya
konstanten C som erhalls maste anpassas sa att fordelningsfunktionen vaxer just
mellany = 0ochy = 1.

f) Se b) ovan men, inom det nya intervallet.

g) Harintegralen nagot varde till hoger om x = 8?

h) Se e) ovan men for denna funktion maste C anta ett annat varde an 0 for att den
skal vaxa frany = 0 tilly = 1.

P2 Anvand girna en webbsida (t.ex. www.rechneronline.de) for att skissa kurvorna inom
ratt intervall.

P3

a) Tva egenskaper fran foreldasningen kontrolleras — en fér funktionens y-varden och
en for integralens varde.

b) Den primitiva funktionen bestdams (koefficienten ¢ dr kand) och den nya
konstanten C som erhalls maste anpassas sa att férdelningsfunktionen vaxer just
mellany = 0ochy = 1.

P4 Notera att i uppgiften ges férdelningsfunktion Fx(x) och inte tathetsfunktion fx(x).
Detta missar manga.

a) Satt Fy(x) = a@ = 0.25 och berdkna det sokta x -vardet.

b) Integralens svar satts till 0.25.

c) Med fordelningsfunktionen Fy(x) = @ = 0.5 samt med integral vars svar satts till
0.5.

d) Med metodernai c) satts svaren till a.

e) Vad hander med x i fordelningsfunktionen, eller vad hander med hogergransen b
ur integralen, om a narmar sig 1?



P5

P6

P7

P8

P9

a)
b)
c)
d)
e)

b)

a)
b)
c)

b)

b)

Integral fram till x = 0.

Integrals svar satts till 0.25.

Integrera den hogra tathetsfunktionen till 0.1.

Se till att férdelningsfunktionerna far ratt konstanter C.

Anvand den hogra fordelningsfunktionen och ge den funktionsvéardet 0.5.

Undersok om férdelningsfunktionen ar kontinuerlig — dr den inte sa kan den
omojligt vara deriverbar.
Se definitionen.

Integral av tathetsfunktionen eller differens av férdelningsfunktionens varden.
Hur brett ar intervallet?
Generaliserad integral fran x = 4.

Integralens varde = 0.5, sok hogergransen. Eller satt funktionsvardet till 0.5 hos
korrekt fordelningsfunktion (med ratt konstant C).

Integralens varde = 0.99, sok hogergransen. Eller satt funktionsvardet till 0.99 hos
korrekt fordelningsfunktion (med ratt konstant C).

Integralens varde = 0.5, sok hogergransen. Eller satt funktionsvardet till 0.5 hos
korrekt fordelningsfunktion (med ratt konstant C).
Se definitionen for vantevarde.



Ledtrddar for lésning av uppgifter efter féreldsning 9:

09.1

09.7a)

09.3
09.4
09.5
L8.2
L8.3
L8.4
L8.5
L8.6

09.6

09.7bc)
09.7d)

09.22

Se foreldsning — polynomen dr Maclaurin-polynom till den ursprungliga funktionen

Ledande fragor: Runt viket x -varde skall polynomet approximera den ordinarie
funktionen? Ar det frdgan om ett Maclaurin-polynom? Hur m&nga ganger maste den
ordinarie funktionen deriveras for att angiven grad hos polynomet skall erhallas? Hur
ser formeln ut som anvands for att stalla upp polynomet?

Taylors formel runt x = 0 ger givetvis samma resultat som Maclaurin...
Taylors formel

Taylors formel

Maclaurins formel, nu med restterm

Taylors formel, med restterm

Anvand Maclaurins formel och forsék att se monster under utvecklingen.
Anvand Maclaurins formel.

Anvand Maclaurins formel.

Vilket tecken har den forsta strukna och samtidigt dominerande termen (oavsett sida
om x=0) i en ldngre Maclaurin-utveckling?

Maclurins formel pa alla

Maclurins formel pa respektive faktor och multiplicera sedan ihop polynomen.

1 n+x
a) Lbsutxur(1+;) =e

b) Berdkna
1
I 1 _ X=E ~ i 1 _
"I'I’I"l°ln(1+1) "o TR M+ x
n x - 0t

genom att gora liknamnigt och sedan utnyttja Maclaurin



Ledtrddar fér lésning av uppgifter efter foreldsning 10:

09.8

09.9

09.10

09.12

L8.8

L8.9

L8.10

L8.11

L8.13

L8.14

a) Nar Maclaurin-polynomet tas fram deriveras sin 3x fem ganger
b) Maclaurin-polynomet for sin t tas fram och t ersatts sedan med 3x.

a) Maclaurin-polynomet fér e* tas fram och multipliceras 1 + x — se ledning i facit.

b) Maclaurin-polynomet for sin x tas fram och multipliceras x.

c) Maclaurin-polynomet for et tas fram och t ersitts sedan med x2. Polynomet
multipliceras sedan med motsvarande for sin x.

d) Anvéand utvecklingen for arctan x pa sid. 360.

a) Maclaurin-polynomet fér In(1 + t) tas fram och t ersitts sedan med 2x2.

. L1 .
b) Maclaurin-polynomet for = tas fram (se Sats 8.3 e) och t ersatts sedan med

—2x.

c) Maclaurin-polynomet for et tas fram och t ersitts sedan med Maclaurin-
polynomet for sin x.

d) Maclaurin-polynomet for arctan x tas fram sedan deriveras bada leden.

a—d) Alla elementéra funktioner som inte ar polynom ersattas med Maclaurin-polynom
och grénsvardet kan da kontrolleras. Kontrollera garna med I'Hospitals regel.

a) Maclaurin-utveckling av faktorerna separat, multiplicera sedan dessa, bade
polynomen och resttermerna.

1
b) Utveckla (1 + t)z och arctan x seprat. Ersitt sedan t med tvecklingen av arctan x

1
a) Utveckla e* och (1 + t)z. Ersétt sedan t med 2x.
b) Utveckla arctan x och gor sedan liknamnigt.

Utveckla e och cos v. Ersatt sedan u med ax samt v med /x.

a) Skriv sedan om utrycket till x2In (1 + %) Utveckla In(1 + u) och ersétt u med i

osv.
b) Variabelskifte t = x — 1 férenklar sa att Maclaurin-utvecklingar kan anvandas.

Utveckla cos x och arctan x. Multiplicera sedan den forsta med 2 och kvadrera den
andra utvecklingen. Gor sedan en studie av den dominerande termen.

a) Utveckla e* och sin x. Ersatt sedan u med utvecklingen av sin x

b) Som ovan men med cos x — notera att alla termer innehaller termer av grad noll



09.11 Utveckla sin v. Ersatt sedan v med 2x? och polynomdividera med x + 1.

09.21 Utveckla taljaren och anpassa a och b sa att gransvarde existerar (det blir 5/2). Detta
styr sedan c.

L8.23 Utveckla sin x och In x separat. Satt sedan in 1 4+ sin x i den yttre utvecklingen.
L8.25 Maclaurin- eller Taylor-utveckla och forenkla

L8.27 Maclaurin-utveckla och foérenkla

L8.29 Maclaurin-utveckla och derivera sedan polynomet ett respektive tva steg.

Ledtrddar fér lésning av uppgifter efter foreldsning 11:

L9.1 Se foreldsning
L9.3 Derivera och satt in. Anpassa sedan konstanten sa att kravet uppfylls.
08.2 Los forst ut y' (om detta inte &r gjort) och bestdm den primitiva funktionen y. Anpassa

sedan konstanten C sa att kravet uppfylls.

08.3 Eftersom att Isningarna bliry = x? + C skissasex.y = x> — 1,y =x2,y =x?+1
samt just den I6sning som innehaller angiven punkt tack vare C = 3.

08.4 a) Primitiv funktion och anpassning av konstanten C.

b) Los forst ut y’, bestdm den primitiva funktionen som faktiskt ar en
standardprimitiv. Anpassning av C darefter.

c) Los forst ut y' och bestam den primitiva funktionen. Anpassning av C darefter.

08.12 a) Kan lésas med hjilp av integrerande faktor eller genom att man separerar
variablerna.

b) Kan l6sas med hjalp av alla tre metoderna tack vare konstanta koefficienter och
enkelt hogerled.

a) Kanlosas med hjalp av integrerande faktor eller genom att man separerar
variablerna.

d) LoOses med integrerande faktor. Alltsa genom att multiplicera med x i bada leden
. . . . .. d
och inse att vansterledet ar derivata av produkt enligt — xy) =y +xy

Integrera i bdda leden och 16s ut y.

e) Loses med integrerande faktor. Alltsa genom att multiplicera med sin x i bada
. . . . .. d .
leden och inse att vansterledet ar derivata av produkt enligt - (ysinx ) =

y'sinx + y cos x. Integrera i bada leden. Hogerledet kraver partiell integration



08.24

08.25

L9.5

f)

g)

h)

a-f)

. 1—-cos2x x sin 2x x sin x cos x
ellergenom[sin®xdx = [——dx =S-——+(C=>-——

Division med sin x ger sedan y.

+C.

| denna uppgift kravs forst division med x i bada leden for att fa normalform.

x2

Sedan multiplikation med en integrerande faktor e’z sa att vansterledet bildar en
d x? x? x? x?
derivata av produkt enligt —\yez | = y'ez + yxe=z |. Hogerledet HL = xe=.

2 2

X X
Integrering av bada leden ger ye'z = e2 + C. Till sist I6ses y ut genom division

x2

med ez och villkoret ger C = 1.

Multiplikation med en integrerande faktor e*+** och vinsterledet bildar en
2

derivata av produkt —i detta fall VL = ;—x(ye’”xz ) = (y’ex+x +y(1+

2x)ex+x2). Hogerledet férenklas enligt eXt*’e~** = ¢*. Leden

integreras och y I6ses ut.

Loses med hjalp av integrerande faktor eller genom att variablerna separeras och

1
dx.
1+x2

man inledningsvis far far % dy =
Vansterledet ar fran bérjan en derivata av produkt enligt :—x xy)=y+xy.
Genom att integrera bada leden kan y |6sas ut och villkoret ger till sist C = 1.

Separera variabler och integrera i bada leden. Fundera sedan 6ver l6sningens
definitionsméangd — alltsa tillatna x-vérden.

Separera variabler och integrera i bada leden. Anpassa sedan konstanten.

a)

b)

c)

X
Metod 1: Skriv ekvationen pa normalform. Med hjalp av en integrerande faktor ex
skrivs vansterledet som en derivata av produkt, integrera och 16s ut y.

Metod 2: Separera variablerna och integrera i bada leden.

Metod 3: (Fran Matematik E) Ansats y = Ce"™ ger karaktaristisk ekvation

1 . N X
r+ 2= 0 som ger den homogena ekvationens |6sningy = Ce +

Metod 1: Skriv ekvationen pa normalform. Med hjalp av en integrerande faktor
e~arctanx qkriys vansterledet som en derivata av produkt, integrera och 16s ut y.

Metod 2: Separera variablerna och integrera i bada leden.

Metod 1: Ekvationen ar redan skriven pa normalform. Med hjalp av integrerande
faktor e 72* skrivs vansterledet som en derivata av produkt, integrera och 16s ut y.

Metod 2: (fran Matematik E) Den homogena ekvationen I6ses genom att man
satter HL = 0, ansats y, = Ce™™ ger karaktaristisk ekvation r — 2 = 0 som ger den
homogena ekvationens I6sning v, = Ce?*. Vidare sa gérs ansatsen Yp =Ax +B



och yp’ = A baserad pa att hogerledets och vansterledets utseende. Insattning

G x 1 .
ger den partikuldra l6sningen y, = —5 —;som tillsammans med y;, = Ce?* ger
. x 1
l6sningen y = Ce?* — -3

d) Ekvationen ar redan skriven i normalform. Med hjélp av en integrerande

faktor e**t*” skrivs vansterledet som en derivata av produkt. Integrera bada leden
och 16s ut y.

L9.6 Skriv ekvationen pa normalform enligt y' + %y = lnTx Med hjdlp av en integrerande

10 . o .
faktor e10Inx = oInx™" — 410 gl riys vinsterledet som en derivata av produkt,

. . 1 1 c ., 1
integrera och l6suty = Elnx ——+ T Villkoret ger sedan € = —

100 100

L9.13 a-c) Separera variablerna, integrera och I6s ut y.
L9.15 Separera variablerna, integrera och 16s ut y. Villkoret ger C = 1.

Losningen y = In (1 + arctan x) krdver att arctan x > —1 vilket sedan ger

~—_—
>0

definitionsmangden.

08.15 Separera variablerna. Skriv om VL som derivata av produkt med hjalp av en

. 2 o d
integrerande faktor e21"* = eInX" = x2 och erhall —= (x2y) = x cos x. Integrera

badaleden (partiell integration i HL) och darefter division for att 16sa ut y.
L9.4a Se foreldsningen
L9.16 a) Forx > 0far man:

dy
—=1-y’e
xdx Y

1
dy =—d
1—y2 Y=y

Partialbraksuppdelning ger:

1J 1 N 1 d—Jld
2 <1+y 1—y>y_ xx

Bada leden integreras:

In(l+y)—In(1—-y) =2Inx+C

x=1
Villkoret _1gerC =1In2och

Yy=3
1+ 1+ +

ln( y>=lnx2+ln2<:>ln< >=ln2x2(:>—y=2x2
1-y 1- -y

+1 —-1+42
P S P W A Y [N R S P

y—1 y—1 y—1



L9.9

L9.48

L9.49

L9.17

L9.51

08.14

2 y—1 -1 -2

P B A Y 2PN - oy=14+—0o"
y—1 x 2 1+2x2 7 1+ 2x2
1+2x2+ -2 2x% -1
Sy = oy = —
Y e 1x 22 e 41 Y T 221

dy
b) x=1 geratta=00chy=6=1

Skriv ekvationen pa normalform. Med en integrerande faktor

1
1+x2
Integration (partiell integration i HL) f6ljt, anpassning av konstanten och multiplikation

e~ In(1+x?) — eln(1+x2)_1 = (1+x) 1=

kan VL bilda en derivata av produkt.

med 1+ x? ger y.

Separera variablerna (for y # 0), integrera (partiell integration kravs i HL) och 16s ut y.
Glom inte att y = 0 faktiskt ocksa ar en 16sning pa ekvationen.

Skriv ekvationen pa normalform och hitta en integrerande faktor

—2In(cosx) — pln(cosx)™* — Hogerledet blir tan® x

1
cos2x’

e som kan integreras

cos2x’ cos2x

- d
med hjalp av substitutionen u = tan x med d—z =

. . . 1 1 1 _
Separera variablerna och PBU i VL ger ekvationen — (ﬁ + m) dy = kdt.

Integrera i bada leden och villkoret ger C = In %. Déarefter I6ses y ut.

Skriv ekvationen pa normalform. Multiplikation med en integrerande faktor

=-2In(x+1) — ... —
(x+1)2

ger C = 1. Darefter 16ses y ut.

e ger derivata av produkt i VL. Integrera och villkoret

a) Dividera bada leden med (1 + x*)? s& att man far

1 , 4x3 X
1T+x0” ~@+x92” T A+ 22

med ett vansterled som ar derivata av produkt enligt:

d 1 3 x7
dx (1 + x* y) (1 4+ x%)?

Integrera i bada leden och 16s hogerledet enligt:



t=x 1
dt
x’ 2 = 48 1 1
T _dx= == ——tdt=--
J(1+x4)2 o P 4J(1+t)2“f
—dt = x3dx

Man far nu ett uttryck ur vilket y kan l6sas ut:

1 4

1+ x

x
1+ x*

1 1 .
V=77 +Zln(1+x)+C



Ledtrddar fér lésning av uppgifter efter foreldsning 12:

08.37

08.38 a-d)

L9.21

08.39

08.40

08.41

L9.23

08.42

08.43

L9.26

Losningstips i slutet av haftet

Bestdam och 16s karaktaristisk ekvation och tag sedan hansyn till begynnelsevillkoren
nar konstanterna bestdams.

Karaktaristiska ekvation stalls upp. Om man ar ambitios gér man det genom ansats
med y = Ce"™samt &tféljande y' = Cre™ och y'’ = Cr2e™. Detta ger den
karaktaristiska ekvationen och y kan bestdmmas. Konstanterna fas med hjalp av
begynnelsevillkoren.

a-c) Lamplig ansats och en l6sning y,, bestams. Till denna kompletterar man med
homogena ekvationens l6sningar och far den allmanna l6sningen — se Sats 9.1.
Ytterligare ledning i slutet av haftet. Notera att i c) ansatter man ett fullstandigt
andragardspolynom till yp’ och inte till y.

a-c) Lamplig ansats och en l6sning y,, bestams. Till denna kompletterar man med
homogena ekvationens l6sningar och far den allmanna l6sningen — se Sats 9.1.
Ytterligare ledning i slutet av haftet.

Lamplig ansats och en |6sning y,, bestdms. Till denna kompletterar man med
homogena ekvationens lésningar och far den allmanna l6sningen — se Sats 9.1.

a-c) Lamplig ansats och en l6sning y,, bestams. Till denna kompletterar man med
homogena ekvationens lésningar och far den allmanna l6sningen — se Sats 9.1.
Ytterligare ledning pa sid 536 i laroboken.

Lamplig ansats och en |6sning y,, bestdms. Till denna kompletterar man med
homogena ekvationens lésningar och far den allménna l6sningen — se Sats 9.1.

a) y, = (a+bi)e**

b) y, = Asin2x + B cos 2x

c) ¥, =e3*(Asinx + B cosx)
d) y, =e3*(Asinx + B cosx)

Lamplig ansats och en |6sning y,, bestdms. Till denna kompletterar man med
homogena ekvationens lésningar och far den allménna l6sningen — se Sats 9.1.

Lamplig ansats och en |6sning y,, bestdms. Till denna kompletterar man med
homogena ekvationens lésningar och far den allmanna l6sningen — se Sats 9.1.
Begynnelsevillkoren mojliggér bestamning av konstanterna.



L9.27

L9.29

L9.22

L9.24

L9.50

L9.52

Lamplig ansats och en |6sning y,, bestdms. Till denna kompletterar man med
homogena ekvationens lésningar och far den allmanna l6sningen — se Sats 9.1.
Gransvardet och sedan begynnelsevillkoret mojliggér bestamning av konstanterna.

Ekvationen ar homogen. Den karaktaristiska ekvationen ger rent imaginara rotter och
begynnelsevillkoren hjdlper sedan att bestamma konstanterna.

Ekvationen ar homogen. Den karaktaristiska ekvationen ger rent imaginara rotter och
begynnelsevillkoren hjdlper sedan att bestamma konstanterna.

Lamplig ansats och en |6sning y,, bestdms. Till denna kompletterar man med
homogena ekvationens lésningar och far den allménna l6sningen — se Sats 9.1.
Gransvardet och sedan begynnelsevillkoret mojliggér bestamning av konstanterna.

Ekvationen ar homogen. Den karaktaristiska ekvationen ger komplexa rétter och
villkoret hjalper sedan att bestimma konstanterna.

Ekvationen ar homogen. Den karaktaristiska ekvationen ger komplexa rétter och
villkoret hjalper sedan att bestimma konstanterna.



