Teorifragor kap. 2.2-5.2

Funktioner och deras grafer

Dag 1:

1)
2)
3)
4)
5)

6)
7)
8)
9)
10)

11)

12)
13)

14)
15)

Dag 2:

16)

17)

18)

Vad &r en funktions naturliga definitionsmangd? Ge nagra exempel.

Vad ar en vardemangd?

Vad dr en sammansatt funktion? Ge nagra exempel.

Varfor kan en cirkels ekvation inte beskrivas med hjalp av en funktion?

Ge exempel pa funktioner som har sammanhangande funktionskurvor respektive
osammanhangande funktionskurva.

Vad innebar det att en funktion &r omvandbar?

Ange tva synonymer till omvandbar.

Vad &r en s.k. restriktion av exempelvis f (x) = sin x?

Ange definitionen for vaxande, strangt vaxande, avtagande respektive strangt avtagande.

Forklara varfor funktionen f(x) = - varken ar strangt vaxande eller strangt avtagande men

anda har invers.

Visa genom att skissa kurva att funktionen f(x) = |x — 1| — |x + 1| &r avtagande men inte
strangt avtagande.

Vad betyder strangt monoton?

Kommentera pastaendena "alla strangt monotona funktioner har invers” respektive ”alla
omvandbara funktioner ar strangt monotona” — ratt eller fel och varfor?

Vad betyder det att en funktion ar begransad uppat respektive begransad nerat?

Ge exempel pa en funktion som ar begrdnsad nerat men dnda saknar minsta varde samt en
funktion som ar begransad uppat men anda saknar stérsta varde.

Vilken intressant slutsats kan man dra med hjalp av nedanstaende omskrivning?
Inx = In(1 - x) = [Forsta logaritmlagen] =In1 + Inx

Vilken intressant slutsats kan man dra med hjalp av nedanstaende omskrivning?
x } ) X
Inx =In (; . y) = [Forsta logaritmlagen] = ln; +1Iny
Vilken intressant slutsats kan man dra med hjalp av nedanstaende omskrivning?

Iny = ln(z-x) = [Forsta logaritmlagen] = lnz+1nx = ln( 1) +1Inx
y x g g p Y

1
= [Forsta logaritmlagen] = Iny + ln; +Inx



19) Fylli mellanleden:

121000 000 = - = [Tredje logaritmlagen] = -+ =6-1=6
120,001 = --- = [Tredje logaritmlagen] = -+ = —-3-1 = -3

20) Tiologaritmen y = lg x besvarar fragan "Tio upphdjt i vad, blir talet...”. Forklara med hjalp
av detta hur vardemangden for tiologaritmen ar alla reella tal.

21) Forklara med hjalp av 20) varfor tiologaritmen y = g x varken ar definierad for x = 0 eller
x<0

22) Vilken ekvation beskriver enhetscirkeln?

23) Vilka tva funktioner beskriver tillsammans enhetscirkeln?

24) Om man vill beskriva enhetscirkeln enbart med hjalp av omvéndbara funktioner kravs det
fyra funktioner — vilka?

25) Forklara med hjalp av enhetscirkeln varfor det ar praktiskt med vinkelmattet radianer, sa
att ett varv = 2m".

26) Vilken matematisk sats kan man sdga att Trigonometriska Ettan ar ett specialfall av?

27) Varfor lagger man till nm istallet for n2m ndr man loser ekvationer innehallande tan x?

Dag 3:
Arcusfunktioner och Eulers formler

28) Ange ett intervall ndra origo inom vilket den trigonometriska funktionen y = sinx,
y = cos x respektive y = tan x strangt monoton — ett intervall per funktion.
29) Skissa funktionskurvor till y = arcsin x, y = arccos x respektive y = arctan x.
30) For vilka x-varden géller att...
a. arctan(tanx) = x
b. tan(arctanx) = x
31) For vilka varden géller att...
a. arcsin(sinx) = x
b. sin(arcsinx) = x
32) For vilka varden géller att...
a. arccos(cosx) = x
b. cos(arccosx) = x
33) Vilka intressanta slutsatser kan man dra med hjélp av nedanstaende tva omskrivningar?
a.
e’ + e % = cosv + isinv + cos(—v) + i sin(—v)
=cosv+isinv+cosv—isinv=2cosv
—iv

e’ —e % = cosv + i sinv — (cos(—=v) + i sin(—v))

=cosv+isinv— (cosv —isinv) = 2isinv

34) Vilka intressanta slutsatser kan man dra med hjalp av nedanstaende tva omskrivningar?



cos 2v + isin 2v = 2V = ¢!W+V) = oWl = (cosv + i sinv)(cos v + i sinv)
= cos? v — sin? +2i sin v cos v

cos(u + v) + isin(u + v) = e!@+) = e = (cosu + i sinu)(cos v + i sin v)
=cosucosv —sinusinv+isinucosv +icosusinv

35) Vilka intressanta slutsatser kan man dra med hjalp av nedanstaende tva omskrivningar?
a.
z-Z=(x+iy)(x—iy) =x? —ixy +ixy +y? =x? + y?
b.
z-Z=reVre WV =r2el0 =2
Dag 4:
Grdnsvirden
36) Kan ett gransvarde for en funktion existera for ett visst x-varde utan att x-vardet tillhor
definitionsmangden?
37) Vad ar ett oegentligt gransvarde?
38) Ge exempel pa en funktion har ett oegentligt gransvarde da x — 0.
39) Vad betyder hégergransvarde respektive vanstergransvarde?
40) Ge exempel pa en funktion har olika oegentligt gransvarden dd x - 0t ochdd x - 0.
41) Ge exempel pa en funktion med Dy = 10, o[ och oegentligt hégergransvirden da x — 0%
42) Ge exempel pa en funktion med Dy = 10, o[ och oegentligt hégergransvirden da x — 0%
43) Ge exempel pa en funktion med oegentliga gransvarden i odndligt manga olika x-varden.
44) Forklara sats 3.1 med egna ord (nollprodukt)
45) Utnyttja sats 3.1 for att bestamma J}1_)r£10 % -sinx
X 242
46) Utnyttja sats 3.2 for att bestimma J}1_)r£10 (1 + ;) . 1+xiz
47) Forklara sats 3.3 med egna ord (instangning)
48) Vilken slutsats kan man positiva x — med hjalp sats 3.3 — dra ur nedanstaende
dubbelolikhet?
1 T

lim arctan x < lim arctan <2x + —) <=

X—00 X—00 X 2
49) For vilka x-varden giller att f(x) = Vx2 = |x| = x respektive f(x) = Vx2 = |x| = —x
50) Vad kallar vi taktiken som anvands i denna omskrivning:

51)

\/x2+x:[f] x2(1+%) |x| 1+%

= = lim — = lim i =
X—00 X—00
2 = =
x (1+x2) |x| 1+x2

Vad kallar vi taktiken som anvands i denna omskrivning:



52)

ViFh-Vx _ (AFR—VR)(FTR-VE) | x+hox

lim

R0k A0 (Vi +h— ) 0 h(Vx + i — V)

- h T
T AV TR —VE) M (rTh—vR)

Vilka fyra olika typer av gréansvardesproblem (sid 133) kraver ytterligare utredning — alltsa
ytterligare omskrivning och férenkling — for att [6sas?

53) Vilken sats hjalper oss enligt nedan att eliminera problemet med “noll genom noll”?
o x2+3x—-18 [0 - (x+6)x—-3)  x+6 9 3
)lcl_rg x2—9 :[6]znlcl—rg(x+3)(x—3)=xl—rgx+3:g=z
Dag 5:

Kontinuitet

54) Forklara begreppet diskontinuitet.

55) Vad kravs for att en funktion skall vara kontinuerlig i en punkt?

56) Vad kravs for att en funktion skall sdgas vara kontinuerlig?

57) Skissa upp Heavisides sprangfunktion/stegfunktion (se Exempel 2.2 sid 61) och bestdm
hoégergransvardet da xlirgl+ f(x), vanstergransvardet da xllr(r)l_ f(x) samt gransvardet da
chi_r:% f(x) om det nu existerar.

58) Manga tror att Heavisides sprangfunktion (se Exempel 2.2 sid 61) inte ar kontinuerlig, trots
att den ar det (som den ar definierad i). Vari ligger tankefelet?

59) Kan man utvidga/komplettera Heavisides sprangfunktion med en punkt i x = 0 sa att den
blir kontinuerlig for alla x-varden?

60) Hitta pa en funktion som &r vinsterkontinuerlig da x = 2 men ej ar hégerkontinuerlig.

61) Om en funktion f(x) har de tre egenskaperna kontinuerlig, sammanhangande och strangt
monoton, pa hela sin definitionsmangd sa har den (enligt sats) en kontinuerlig invers
f~1(x). P4 vilket intervall &r inversen f~1(x) definierad?

62) Vissa tror att funktionen tan(x) inte r kontinuerlig trots att den ar det. Vari ligger sannolikt
tankefelet?

63) Forklara med skiss och egna ord satsen om storsta och minsta varde (sats 3.8 sid 141).

64) Varfor maste intervallet vara kompakt i denna sats?

65) Forklara med skiss och egna ord satsen om mellanliggande varde (sats 3.9 sid 142).

66) Forklara med skiss och egna ord varfér inte “foljdsatsen till satsen om mellanliggande
varde” (sid 143) galler ifall en funktion inte ar kontinuerlig pa det aktuella intervallet?

67) Vad géller for vardemangden hos en kontinuerlig funktion, om dess definitionsmangd ar
sluten och begrdnsad (= kompakt definitionsmangd)? Se sats 3.10 (sid 144). Nagra exempel
pa sadana funktioner?

Dag 6:

Standardgrdnsvddrden

68)

Vilj nagra standardgransvarden (sats 3.11 (sid 345) och sats 3.12 (sid 151)) och samt skissa
kurvan for namnaren respektive taljaren med hjalp av



69)
70)

71)
72)

73)
74)
75)
76)

77)

78)

Dag 7:

https://www.geogebra.org/calculator eller https://www.desmos.com/calculator . Hur

uppfor sig kurvorna i férhallande till varandra nara origo?
Beratta hur den positiva basen a:s viarde avgor gransvardet da lim a*

X—00

Vilka gransvarden?
. 1\* ) 1

;}LI?o (1 + ;) J]CIEI(I)(l + x)x
Pa vilket satt anvander man ofta standardgransvarden?
Sats 3.13 kan liknas vid en hastighetstabell och visar hur snabbt tre olika funktioner f(x)
vaxer i forhallande till varandra, da x — oo. Sortera dessa tre funktioner i
”snabbhetsordning” da x — oo:

f(x) =Inx’ gx) =x%  h(x) =1.01%
Langre fram i kursen kommer vi att géra berakningar med asymptoter. Vad ar en asymptot?
Ge exempel pa funktioner med en lodrat asymptot respektive flera lodrata asymptoter.

Ge exempel pa funktioner med en respektive flera vagrata asymptoter.

2_5x+6 . .
X250 har en lodratt asymptot i

Vid forsta anblicken tror manga att funktionen f(x) = ad —
x = 3 vilket faktiskt ar fel. Vari ligger tankefelet?
Funktionen f(x) = 5x + 2 + i ar exempel pa en funktion med sned asymptot y = 5x + 2.

Hur ser man det?

Skissa funktionskurvan f(x) = sini med hjalp av https://www.geogebra.org/calculator

eller https://www.desmos.com/calculator .

a. Hur uppfor sig kurvan in mot origo?
b. Har funktionen nagon vagrat asymptot?

Derivatans definition

79)

80)

81)

82)
83)

Dag 8:

| vilka fall anvander man denna definition:
, . fx)—f(a)
fo=m=——a

| vilka fall anvander man denna definition:

fx+h) —fx)
h

f') = lim
Harled derivatan till féljande funktioner med hjalp av derivatans definition:
fx) =x2, f(x) =2x3, f(x) = ;,f(x) = 5Vx, f(x) = e*, f(x) = Inx, f(x) = sinx och
f(x) =cosx
Vad skiljer % och % =s'(t)?

Hur berdknas lutningen hos en tangent?



Bestdmning av derivator

84) Derivera med hjalp av kedjeregeln (sats 4.3 sid 184):
f(x) = In(cos x?)
85) Harled derivator till f(x) = arcsinx, f(x) = arccos x och f(x) = arctan x med hjalp av
annan sedan tidigare kand derivata + kedjeregeln.
86) Nir man soker derivatan i en punkt (a, b) pa inversens kurva kan denna bestimmas med
hjalp av ordinarie funktionens derivata i en spegelpunkt — hur?
87) Visa med en figur sambandet mellan derivatorna i speglade punkter hos en funktion och

dess invers.
. . . . 1 V3). . . . o4
88) Vi beraknar derivatan i punkten (_E’ —7) i tredje kvadranten pa enhetscirkeln pa tva
satt. Studera alla mellanled noggrant:
Metod 1)
Cirkelns ekvation
x2+y?=1
Implicit derivering (enligt kedjeregeln) ger
2x+2y-y' =0
sa att
, X
y =—--
y
Insattning av badde x- och y-koordinater fér punkten ger derivatan
1
_V3 V3
2
Metod 2)
Cirkelns ekvation
x2+y2=1

Motsvarande funktioner tas fram

i tredje
=+J1—x2=| "1 = —(1—x?)1/2
y== x [kvadranten] ( x°)

Derivering ger

1 1 x
"= 2 (1=x))72(=2x) = =
V=gt Vi-x2

Insattning av punktens x-varde ger derivatan



Dag 9:

Go6r nu motsvarande berakning — med bada metoderna — for punkten (— ?, %) iandra

kvadranten.

Viktiga satser

89)
90)
91)
92)
93)
94)
95)

96)
97)

98)

99)

Lat en funktion vara definierad pa ett slutet intervall. Vad galler for dess derivata i
andpunkterna?

Vad (enligt definition 4.3 sid 200) ar lokala maximi- och minimipunkter?

Vad ar lokala extrempunkter?

Ge exempel pa funktioner som har en singular punkt — alltsa som har en punkt som ingar i
funktionens definitionsmangd men saknar derivata.

Vad vet man om ”inre punkter som ar extrempunkter till deriverbara funktioner”?

Vad &r en stationar punkt (kritisk punkt)?

Vilka typer av extrempunkter finns det utover stationadra punkter hos kontinuerliga
funktioner pa slutna intervall?

Finns det stationara punkter som varken ar lokal maximi- eller minimipunkt?

Vad sager Rolles sats (sats 4.11 sid 202)? Forklara med egna ord och en skiss och glom inte
villkoren for att satsen skall galla.

Vad sdger medelvardessatsen for derivator (sats 4.10 sid 202), aven kallad
differentialkalkylens medelvardessats? Forklara med egna ord och en skiss och glém inte
villkoren for att satsen skall galla.

Varfér maste funktionen vara deriverbar i dessa tva satser? Visa med skiss att satserna inte
géller da funktionen har en singuldr punkt inom aktuellt intervall.

100) Varfor maste funktionen vara kontinuerlig i dessa tva satser? Visa med skiss hur satserna

Dag 10:

faller da funktionen har diskontinuitet inom aktuellt intervall.

Anvdndning av derivator

101) Vid kurvritning kompletterar man vanligtvis kurvor med tillhérande asymptoter — detta for

att fortydliga hur kurvan uppfor sig. Vad ar en asymptot?

102) Varfor maste dven lodrata asymptoter sokas med hjalp av gransvardesstudie?

103) Till vissa funktioner kan man finna vagrata/sneda asymptoter genom polynomdivision —

vilken typ av funktioner?

104) Hur finner man vagrata/sneda asymptoter till funktioner som man inte kan finna genom

polynomdivision?

105) Bland vilka tre typer av punkter séker man stérsta och minsta varden och hur finner man

Dag 11:

dessa tre typer av punkter?

Derivator av hégre ordning

106) Hur definieras andraderivatan och vad beskriver den?



107) Vilka varden antar andraderivatan hos olika typer av stationara punkter samt vad galler for
andraderivatan i singulara punkter?

108) Vilket tecken har andraderivatan hos en strangt konvex respektive strangt konkav funktion?
Kan andraderivatan tillatas vara noll i enstaka punkter?

109) Vad ér en inflexionspunkt och hur soker man en sadan?

110) Ge exempel pa funktioner som har en punkt med f"'(x) = 0 utan att denna punkt &r en
inflexionspunkt.

111) Ge exempel pa funktioner som har en inflexionspunkt utan att den samtidigt ar en
terrasspunkt.

112) Ge exempel pa en funktion som har en stationar punkt av typen lokalt maximum utan att
andraderivatan ar negativ i denna punkt.

113) Funktionen f(x) = x*(x — 3)? har lokala minimipunkter i tv3 av de tre de stationira
punkterna, namligen i x = 0 och x = 3. Men andraderivatan pastas bara positivien av
dessa tva minimipunkter. Kan detta stamma och hur kommer det sig?

Dag 12:

Primitiva funktioner och partiell integration

114) Repetera standarsdprimitiverna i sats 5.2 och 5.3 (2id 239-240)

115) Harled formeln for partiell integration utfran deriveringsregeln for produkt (sats 5.4 sid
242).

116) Ge exempel pa integraler som med fordel [6ses med hjalp av variabelsubstitution — alltsa
sadan i vilka “den inre funktionens derivata finns som en faktor”.



