Teorifragor kap. 5.2-9.3

FO1 - Integrationsmetoder

1)

2)

3)

4)

5)

6)

Harled formeln for partiell integration ur nedanstaende samband:

d
T (F(0)g()) = fF(0)g(x) + F(x)g'(x)

Vilken typ av elementar funktion brukar man oftast valja att derivera — alltsa vélja som g(x)
nedan — vid partiell integration?

[ regeoax = Fage - [ Fg caax

Ibland ar det praktiskt att infora faktorn 1 vid partiell integration. | vilka fall?

Hur |6ser man integraler som har "namnarens derivata i taljaren” sdsom:

—sinx
JZtanxdx=—2J dx = ---
Ccos x

"Kedjeregeln baklanges” (med hjalp av substitution) och vi skall berdkna den obestdmda
integralen

J cos(x?) 2x dx
L&t oss kallay = g(x) = x? fér den inre funktionen och g’ (x) = 2x foér den inre

funktionens derivata. | detta fall — da den inre funktionens derivata aterfinns som en faktor
intill den yttre funktionen — ar variabelskifte en riktigt smart I6sningstaktik.

2
y =
Variabelskifte enligt % = 2x | ger den betydligt enklare integralen:
dy = 2x dx

J cosydy

som ar enkel att |6sa.

Hitta pa ytterligare nagra exempel som lampar sig sarskilt bra att [6sa med hjélp av
variabelbyte.

Vid partialbraksuppdelning skriver man om rationella uttryck (med lagre grad i tiljaren dn
namnaren) till flera men enklare sadana, vilka férhoppningsvis ar enklare att finna primitiva
funktioner till. Efter lamplig ansats finns i huvudsak tva standardmetoder for att finna
partialbraken. Vilka tva?



7)

8)

9)

Partialbraksuppdelning med nedanstaende ansats...
1 A B

= +
x+2)(x+4) x+2 x+4
...kan skrivas om enligt:

, X #—2och x # —4

e Asom fri term

1 B(x+2
_a430t2

x+ 4 x+4

e Bsom friterm
1 _A(x+4)
x+2  x+2

B, x#-2

Om man pa ett smart satt véljer varde pa x sa kan A respektive B bestimmas. Hur?

Nar man bestammer primitiv funktion till en integrand som &r ett rationellt uttryck ar

foljande metod med tre steg smart att anvdnda:

) Polynomdivision (om graden av téljaren = graden av ndmnaren)

) Val av ansats enligt Iaroboken sid 252, tabellen anger ursprunglig namnare q.

1)) Partialbraksuppdelning (genom handpaldggning eller med hjalp av
ekvationssystem)

Para ihop integrand (a—j) med forslag pa start (I1-X):

5x+2 Ax+B C D
) G L Ansats: o Yo T o2
_ x4z LA, B L C
b) (x+2)(x+5) . Ansats: x+2 + (x+2)2 ' x+5
e LA LB L€
<) (x2+2)(x+2) . Ansats: x+2 + (x+2)2 ' x+5
_ x+4 A LB
d) 22 rD) V. Ansats: e + o
x%+9 A B c D
e) (c+2)(x+5) V. Ansats: x+2 + (x+2)2  (x+2)3  x+5
A B c D
x2+3x+5 VI.  Ansats: — -
f) (x2+2)(x+2)2 x+2 + (x+2)?2 ~ (x+2)3  x+45
) 1z VII. Ansats: AJZC—+B + £
g (x+2)3(x+5) xX“+2 x+2
h x+3 v, A B _ £ D _
) (x2+4x+4)(x+5) x+2 - (x+2)*  x+5  (x+5)
i 48 IX. Polynomdivision forst...
I 3 2
(P HexEr12x08)(xt5) X. Polynomdivision forst...
) 5x-3
) (x2+4x+4)(x2+10x+25) XI. Integreras direkt
2x+3
k) x2+43x+9

Nedanstaende tva omskrivningar kan kannas langsdkta men ar anda intressanta. Varfor ar
omskrivningen smart och vilken division ar latt att gldmma i nasta [6sningssteg?
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FO2 - Integration av trigonometriskall uttryck och rottuttryck

10) Snarlika integrander som innehaller trigonometriskall uttryck kan krava valdigt olika taktik

11

~

nar man vill finna deras primitiva funktioner. Para ihop (a—h) med en lamplig taktik (I — VIII):

a) [cosxdx

b) [ cos?xdx 1.

c) [cos®xdx .

d) [cos*xdx

Taktik: Forlangning med cos x, “trigettan”,
variabelbyte och partialbraksuppdelning
Taktik: Direkt primitiv funktion

Taktik: "Trigformel dubbla vinkeln” eller Eulers

formel eller partiell integration med "deja vu”...

e) [cos®xdx IV.  Taktik: "Trigettan” och variabelbyte...
f) | L odx V.  Taktik: "Trigformel dubbla vinkeln” tva ggr eller
Cos X
1 Eulers formel...
g) J-coszx
1 VI.  Taktik: “Trigettan” och variabelbyte...
h X
) fCOSSX VIl.  Taktik: Férlangning med cos x, “trigettan”,
variabelbyte och partialbraksuppdelning...
VIIl.  Taktik: Direkt primitiv funktion
o . 4
| uppgift 06.24 (b) skall man berékna | g

Till hjalp finner man exempel 5.35 pa sid 265 i laroboken, med det till synes langsokta

variabelbytet

y =tan;

Undersok hur detta variabelbyte dessutom leder till féljande vardefulla omskrivningar:

a) dx =% b)

T 14y2

2 2y

1+y?

1~y
1+y2

cosx = c) sinx =



12) Vid integration med funktioner innehallande trigonometriska uttryck, kan man som bekant
med fordel leta efter inre funktioner och sarskilt inre funktions derivata (se kedjeregeln
baklanges). Detta for att man, med ett smart variabelbyte, skall erhalla en integral som &ar
enklare att |6sa.

Studera féljande:
J 2e510° X gin x cos x dx

Ovan kan man med férdel vilja variabelbytet y = sin? x baserat pa den inre funktionen.

Fullfélj detta variabelbyte genom att bl.a. bestdmma den inre funktionens derivata och

Jeydy

13) Repetera standardprimitiverna (g—k) i sats 5.2 pa sid 239 i laroboken.

upptéack att man erhaller klart enklare:

14) Studera de tv4 ldsningarna nedan, fér berékning av [ 2_xxz dx. Bada metoderna ar viktiga att

V1
beharska.

c. Losningsmetod hamtad fran foreldsning 1 med en inre funktion 1 — x?:

y=1-—x2

V1 —x? dx x \/; Y
—dy = 2x dx
—2\/y+C=-2J1-x2+C

d. Losningsmetod hamtad foéreldsning 2 med hjalp av trigettan:
x =siny
2x dx 2sinycosy
J—dx= —— =Ccosy =J—dy
V1 —x? dy J1—sin?y

dx = cosydy
_JZsinycosyd _JZ invdy = —2 +C
= cosy y= sinydy = —2cosy

=—2y1—sin?y+C=-2J/1-x2+C



FO3 - Bestdmda integraler

15) Forklara begrepp:
e. Undertrappa
f.  Overtrappa
g. Undersumma
h. Oversumma

16) Lat funktionen f vara definierad pa det kompakta intervallet [a, b]. Vad géller alltid for
"differensen mellan undersumma och éversumma” férutsatt f skall vara integrerbar pa detta
intervall?

17) Om f(x) ar integrerbar da x € [a, b] sa finns det exakt ett tal A sadant att foljande olikhet
alltid galler:

b
D, (x)dx <A< J Y, (x)dx = 6versumman

a

b

undersumman = J
a

Vad kallas talet A och hur betecknas det? Se sats 6.1 (sid 278).

18) Repetera raknelagarna (a-e) i sats 6.2 (sid 279-280).

19) Sats 6.3 (sid 282) racker ej for att visa att integralen f: sin x dx existerar; funktionen ar
namligen inte monoton inom det aktuella intervallet. Vilken réknelag ur sats 6.2 (sid 279-280)
maste sats 6.3 kompletteras med for att integralen skall kunna l6sas?

FO4 - Samband mellan integraler och derivator

20) Namn en tillracklig egenskap hos en funktion f for att den skall vara integrerbar pa
intervallet x € [a, b] — se sats 6.4 pa sid 283.

21) Komplettera Medelvardessatsen for integraler (sats 6.5 pa sid 283) med en fortydligande
figur.

22) Valj en valfri diskontinuerlig funktion och en tillhérande integral med givet svar (t.ex.
bestaende av rata linjer och genom att rakna rutor). Visa att Medelvardessatsen for
integraler (sats 6.5 pa sid 283) inte géller for diskontinuerliga funktioner genom att det
onskade funktionsvardet f (&) i varsta fall kan saknas inom det aktuella intervallet x € [a, b].



23) Det vackra beviset av Analysens huvudsats (Sats 6.7 pa sid 285) innehaller hanvisningar till
olika satser och definitioner vilka tidigare tagits upp och darmed ar anvandbara. Sla upp
dessa i laroboken och kontrollera att du férstar varje mellanled i denna del av beviset:

Enligt derivatans S+ h) = S(x) 1
S'(x) = definition ] = fllii‘r(l) Y = }Li_r%ﬁ(g(x +h) —Sx))
Definition 4.1

Enligt definitionen
= [av S(x) 11nledn1ngen] = llm <J f()dt— J f(®) dt)

av aktuell sats

Enligt raknelag 1/ (% x+h x
= 6.2 (e)for |= lim_U f()dt +J f(t)dt —J f(® dt)
. h—-0h
integraler a x a
= llm J f(t)dt
Enligt
[medelvardessatsen] = hm f(f) ((x +h)— x) = hm f(f) h
for integraler
Tack vare
= }llm(l) & = [ instingningavé | = élrr; f(®

mellan x ochx + h

Tack vare att f
= [ér kontinuerlig inom] = f(x)
intervallet



24) Vilka ar forutsattningarna for att insattningsformeln (sats 6.8 pa sid 287) skall gélla?

25) "Krzysztofs formel” kallar vi denna formel

P(x)
d
= [ r©ae = re)w e - lota)e )

o (x)

med den kontinuerliga funktionen f(t) samt deriverbara funktionerna 1 (x) och @(x) som
variabla integrationsgranser. Pa vilket satt ar denna formel extra kraftfull jamfort med
Analysens huvudsats?

26) Hur tar man fram Insattningsformeln (Sats 6.8 pa sid 287) ur Analysens Huvudsats (Sats 6.7
pa sid 285)?

27) Varfor har man integrationsgranserna « och Sistallet for a och b i hogerledet i sats 6.10 pa
sid 2917
FO5 - Generaliserade integraler

28) Tidigare i kursen sade Sats 6.4 att “om en funktion ar kontinuerlig pa ett kompakt intervall sa
ar den integrerbar pa detta intervall”. Kontinuitet ar alltsa ett tillrackligt villkor for
integrerbarhet. P4 kompakta intervall ar alltid en funktionen begransad.

Pa vilka tva satt utvidgas integrerbarheten genom inférandet av generaliserade integraler i
definition 6.6 (sid 301) och 6.7 (sid 303)?

29) En integrationsgrans —co eller oo skall ej hanteras som ett tal i Insattningsformeln. Hur l6ser
man detta?

30) I vilka olika fall sdgs en generaliserad integral vara divergent?

31) Ibland maste en generaliserad integral delas upp i tva eller flera integraler for att 16sas,
sasom i Exempel 6.22 (sid 305) och 6.23 (sid 306). Varfor?

32) | Exempel 6.22 (sid 305) l6ses bara en av de tva erhallna integralerna. Varfor?

33) | Exempel 6.23 (sid 306) l6ses bara tva av de fyra erhallna integralerna, trots konvergens.
Varfor?

34) Pa vilket satt anvander man vanligtvis jamforelsesats 10.11 (sid 456)?



FO6 - Area och kurvlingd

35) Visa med en figur och Pythagoras sats att for en funktion y(x) géller att en delstrackas

kurvlangd beskrivs av ds = /1 + (y’(x))zdx samt ange hur hela kurvlangden s berdknas.

36) Visa att lingden av kurvan y = x? d& x € [0, 1] ges av f01 V1 + 4x2dx

1
CosXx

37) Visa att langden av kurvan y = In(cos x) da x € [O, %] ges av fOZ

1
32x2

1
16x3

dx

ddx € [1,2] ges av flz |4x3 +

38) Visa att langden av kurvany = x* +

t
39) Visa med en figur och Pythagoras sats att for parameterfunktioner {;Et; géller att

delstrackan ds = J(x’(t))z + (y’(t))zdt samt ange hur hela kurvlangden s beréknas.

40) | vilket sammanhang talas det om “tak och golv” vi areaberédkning med hjalp av integraler?

FO7 - Rotationskroppar

41) Lat en kon ha hojden h och radien r. Tag med hjalp av rotationskroppar fram formler for
konens volym och mantelytans area.

42) Lat ett klot ha radien r. Tag med hjalp av rotationskroppar fram formler for klotets volym och
klotytans area.

FO8 - Intergraler och statistik

43) Para ihop

1. Utfallsrum I. En funktion vars kurva stiger fran 0 till 1

2. Fordelningsfunktion II. Satter siffror pa en slumpmassig handelse

3. Tathetsfunktion lll. Ett spridningsmatt o

4. Mellersta kvartilen IV. Medianen

5. Stokastisk variabel X V. Mangden av alla varden ur den stokastiska variabeln X
och ger definitionsmangd for tathetsfunktionen

6. Varians VI. Ettlagesmatt som kan liknas vid med “mellersta varde”

7. Standardavvikelse VII. Ett spridningsmétt c?

8. Median VIII. Ett lagesmatt som kan liknas vid med “tyngdpunkt”

9. Vantevarde IX. Vantevarde

10. Forvantat varde X. En funktion med ickenegativa funktionsvarden och

integralen 1 6ver hela definitionsmangden



44) Varfor anvander man vanligtvis lilla x i berdkningarna nar man har valt stora X for att
beteckna en kontinuerlig stokastisk variabel?

45) Vad skiljer en kvantil och en kvartil? (se definition 10 i forelasningsshaftet)

46) Vad ar 6vre, mellersta respektive nedre kvartilen? (se definition 11 i foreldsningsshaftet)
47) 1 vilka fall far man lika vantevarde och median.

48) Hitta pa ett exempel som ger olika viantevadrde och median.

49) Ange hur man utifran en tathetsfunktion berdknar median respektive vantevarde for en
kontinuerlig stokastisk variabel. (se definitioner 10, 11 och 14 i foreldsningsshaftet)

50) Median, kvartiler, kvantiler och vantevarde ar exempel pa olika ...?...-matt.
51) Varians och standardavvikelse dr exempel pa ...?...-matt.

52) Om man tar kvadratroten av variansen far man ...7... .

FO9 - Maclaurin- och Taylorutveckling
53) Namn nagra anvandningsomraden for Maclaurin- och Taylorutvecklingar.
54) Vad skiljer Maclaurin- och Taylorutvecklingar?
55) Skissa kurvor for Maclaurin-polynom av grad 0-3 for f(x) = sin x. lakttagelser?

56) Skissa kurvor for Maclaurin-polynom av grad 0-3 for f(x) = cos x. lakttagelser?

F11 - Differentialekvationer av ordning 1
57) Vad kdnnetecknar en differentialekvation?
58) Vad ar ordningen av en differentialekvation?
59) Vad ar I6sningen av en differentialekvation?
60) Vad ar ett riktningsfalt?

61) Hur tar man fram en integrerande faktor?



62) Pa vilken form kan en 1:a ordningens linjér differentialekvation alltid skrivas? (9.4 sid 382)

63) Pa vilken form kan en 1:a ordningens separabel differentialekvation alltid skrivas? (sid 387)

FO12 - Differentialekvationer av ordning 2

64) Bland 2:a ordningens differentialekvationer tar vi inom kursen bara upp de med konstant

koefficienter. Vad innebér det?

65) Sats 9.1 sdger att om man har funnit en Idsning y, till en differentialekvation 2:a ordningens
differentialekvation med konstanta koefficienter — alltsa en ekvation av typen y" + ay’ +
by = f(x) —sa finner man samtliga I6sningar genom att ldgga till de man erhaller da man

|6serden _ ?

66) Lt y = Ce™ (med atféljande y' = Cre™ ochy” = Cr?e’™)vara en ansats till I6sningar hos
en "homogen 2:a ordningens differentialekvation med konstanta koefficienter”. Utga ifran
differentialekvationen y'" + 4y’ + 3y = 0 och visa hur den s.k. karaktdristiska ekvationen
72 + 4r + 3 = 0 uppstar och samt den ger sokta virden pa .



